UNIVERZITET U TUZLI
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET

Nermin Okicié

NELINEARNI OPERATOR

SUPERPOZICIJE NA TEZINSKIM
BANACHOVIM PROSTORIMA
FUNKCIJA PRIRODNOG ARGUMENTA

- Doktorska disertacija -

Tuzla, 2005



Doktorska disertacija je izradjena u ........... primjeraka,
broj UDK Narodne i/ili Univerzitetske biblioteke: ..........cccccoooiiiiinniin,
mentor rada: Dr Fehim Dedagic¢, vanredni profesor,

doktorska disertacija ima 108 stranica.



Da ne bi svjetlost i da ne bi rijec ne bi bilo ni Nas niti ovog teksta. Njemu
hvala.

Posebnu zahvalnost dugujem Prof. Dr. Fehimu Dedagi¢u kao mentoru
i covjeku koji me je pratio i pomagao kako u izradi ovog rada, tako i u
kompletnom mom radu.

Hvala svima zaposlenim na PMF-u Tuzla i na JU Univerzitetu Tuzla za
podrsku i sve druge oblike pomodi.

Najvece hvala mojoj porodici i roditeljima za razumjevanje, podrsku i
odricanja kojih je bilo i za koja sada nalazimo opravdanje.



BIOGRAFIJA

Nermin Okici¢ rodjen je u Tuzli 29.08.1964. godine. Osnovnu skolu zavrsio
je u Lukavcu, a srednju Elektro-tehnicku skolu u Tuzli. Studij Matem-
atika na PMF Beograd, odsjek Numericka matematika, kibernetika i opti-
mizacija, zavrsio je 1990. godine sa prosjekom 8,07 i stekao zvanje Diplomi-
rani matematicar. Poslije diplomski studij upisao je u Sarajevu 1998. a
odbranio magistarski rad na temu: ”Nelinearni superpozicioni opera-
tori u Banachovim i Orliczevim prostorima tezinskih funkcija priro-
dnog argumenta i primjena na rjeSavanje nekih beskonac¢nih sis-
tema Hammersteinovog tipa” u januaru 2003. godine na istom Fakul-
tetu i stekao zvanje Magistar matematickih nauka. Od 1990. g. do 1993. g.
radio je kao asistent na Poljoprivrednom fakultetu u Zemunu, a od 1996. g.
na Univerzitetu u Tuzli na PMF-u, odsjek Matematika.

Nermin Okici¢ objavio je pet naucnih radova iz oblasti Matematicka anal-
iza, od toga Cetiri iz uze i jedan iz Sire naucne oblasti. Imao je jedno izlaganje
na matematickoj konferenciji u Kragujevcu i uc¢estvovao u jednom nauc¢nom
projektu finansiranom od strane Federalnog Ministarstva za nauku.

Vrlo dobro se sluzi njemackim jezikom, a dobro engleskim i ruskim.

Otac je dvoje djece i hobiji su mu muzika i Sah.



KRATAK SADRZAJ

Prezentovani rad razmatra temu iz nelinearne funkcionalne analize, oblast,
teorija operatora. Rad je podjeljen u deset glava u kojima su razmatrane os-
novne osobine nelinearnog operatora superpozicije F’, definisanog na tezinskom
Banachovom prostoru /,, (1 < p < 400), funkcija prirodnog argumenta,
generisanog realnom funkcijom f: Q2 x R — R, gdje je Q2 = N.

U prvoj glavi date su osnovne definicije i napomene u vezi sa tezinskim
Banachovim prostorima i operatorom superpozicije kao i za L-karakteristiku
operatora.

U glavama od 2 do 8 obradjene su osobine djelovanja, ogranicenosti,
neprekidnosti i uniformne neprekidnosti, Lipschitzovog uslova, kompaktnosti,
kondenziranja, diferencijabilnosti i analiticnosti nelinearnog operatora super-
pozicije. U glavi 9 opisan je slucaj kada F' : [, , — [, 1 kada je p = oo ili
q = 00.

U glavi 10 razmatrana je jednac¢ina Hammersteinovog tipa

r=KFzx

gdje je K linearan operator, a F' nelinearni operator superpozicije. Prim-
jenjen je varijacioni princip rjeSavanja date jednacine, pri ¢emu su koristeni
rezultati o operatoru superpozicije dobijeni u prethodnim glavama.

Kljucne rijeci: Nelinearna funkcionalna analiza, operator superpozicije,
Banachovi prostori.



SHORT CONTENTS

The presented thesis discusses an area of nonlinear functional analysis,
subarea of theory of operators. This work contains 10 chapters which con-
sider main properties of nonlinear superposition operator F', defined on the
weighted Banach space [,, (1 < p < +00), functions of natural argument,
generated with real function f: 2 x R — R, where 2 = N.

In the first chapter are given main definitions and remarks related to
weighted Banach spaces and the superposition operator, as well as for L-
characteristic of operator.

Chapters 2 to 8 consider properties of acting, boundedness, continuity
and uniform continuity, Lipschitz condition, compactness, condensation, dif-
ferentiability and analyticity of nonlinear superposition operator. Chapter 9
describes the case when F' : 1, , — [, . and when p = 0o or ¢ = oo.

Hammerstein’s equation

r=KFx

is solved in Chapter 10, where K is linear operator, and F' nonlinear super-
position operator. To solve this equation we used variational principal, while
using the results on superposition operator acquired in previous chapters.

Key words: Nonlinear functional analysis, superposition operator, Ba-
nach spaces.



Sadrzaj

1 Uvod
1.1  Osnovni pojmovi, prostor S . . . . . . ... ... ... ...
1.2 Tezinski Banachovi prostori
funkcija prirodnog argumenta . . . . . . .. ...
1.3 Operator superpozicije . . . . . . . . .. ... L.

1.4 L-karakteristika operatora . . . . . . ... ... ... .. ...

Uslov djelovanja

2.1 Opsti pojmovi vezani za djelovanje operatora superpozicije . .
2.2 Djelovanje operatora superpozicije na prostorima l,, . . . . .
2.3 L-karakteristika djelovanja operatora superpozicije . . . . . . .
2.4 Komentariireference . . . . . ... ... ... ... ... ..

Ogranicenost

3.1 Lokalna ogranicenost operatora superpozicije . . . . . . . . ..
3.2  Globalna ograni¢enost operatora superpozicije . . . . . . . . .
3.3 L-karakteristika ogranicenosti operatora superpozicije . . . . .
3.4 JoSoogranicenosti . . . .. ...
3.5 Komentariireference . . . . . ... ... ... .. ... ...

Neprekidnost i uniformna neprekidnost

4.1 Neprekidnost operatora superpozicije . . . . . . . ... .. ..
4.2  Uniformna neprekidnost operatora superpozicije . . . . . . . .
4.3 Komentari i reference . . . . . . .. ..o

Lipschitzov uslov

5.1 Lokalni i globalni Lipschitzov uslov za operator superpozicije .
5.2 Komantariireference . . . . . . .. ... L

16
16
21
25
35

36
36
38
42
49
55

56
56
58
64

66
66



Sadrza

6 Kompaktnost 71
6.1 Kompaktnost operatora superpozicije . . . . . . . ... .. .. 71
6.2 L-karakteristika kompaktnosti operatora superpozicije . . . . . 72
6.3 Komentariireference . . . . . . ... 75

7 Kondenziranje 76
7.1 Mjera nekompaktnosti . . . ... ... oo 76
7.2 Kondenziranje operatora superpozicije . . . . . ... ... .. 78
7.3 Komentariireference . . . . . ... ... oL 84

8 Diferencijabilnost i analiticnost 85
8.1 Diferencijabilnost operatora superpozicije . . . . . . . . .. .. 85

8.1.1 Asimptotska linearnost operatora superpozicije . . . . . 92
8.2 Analiti¢nost operatora superpozicije . . . . . . . .. ... L. 93
8.3 Komentariireference . . . . . . ... 96

9 Slucaj p= o0 ili ¢ =00 98

9.1 Djelovanje, ograni¢enost i neprekidnost za slucaj p = oo ili
=00 .« « « i i 98
9.2 Komentariireference . . . . . ... ... L. 99

10 Beskonacni sistemi Hammersteinovog tipa 100

10.1 Jedna primjena rezultata o operatoru superpozicije . . . . . . 100

10.2 Komentari i reference . . . . . . . . . . . . ... ... 104

i



Glava 1

Uvod

1.1 Osnovni pojmovi, prostor S

Neka je © proizvoljan skup, M o-algebra podskupova od Q ( koje éemo u
daljem zvati mjerljivim ), i u prebrojivo aditivna i o-kona¢na mjera na M.
Sa A ozna¢imo neku normalizovanu (”vjerovatnosnu”) mjeru na M koja je
ekvivalentna sa p ( imaju iste skupove mjere nula ); jedan od nacina njenog
izbora je na primjer

AD) = [ ats)dn.

gdje je n neka pozitivna funkcija na €2 sa osobinom

/Q n($)dp = 1.

U najveéem broju slucajeva mi radimo ili sa ograni¢enim perfektnim skupom
(), sa nepraznom unutrasnjos¢u u nekom konacno dimenzionalnom pros-
toru, zajedno sa algebrom M, Borel- ili Lebesgue-mjerljivih podskupova
i Lebesgueovom mjerom p, ili sa skupom prirodnih brojeva, zajedno sa
algebrom svih podskupova sa mjerom brojanja. Naravno, komplikovanije
situacije su moguée bilo da radimo sa Borelovim ili Lebesgueovim pod-
skupovima, Borelovom, Lebesgueovom ili proizvoljnom drugom mjerom.

Pozivajuéi se na Saksovu lemu([15], Theorem 19.57), skup Q mozemo pod-
jeliti na jedinstven nacin, do na skup mjere nula, u dva dijela . i 2, tako
da je mjera p bez atoma ("neprekidna”) na . ( tj. svaki podskup od €.
moze se podjeliti na dva dijela jednakih mjera ) i mjera u je cisto atomska



1.1. Osnovni pojmovi, prostor S

("diskretna”) na Qg, tj. 4 je kona¢na ili prebrojiva unija atoma pozitivne
mjere. U "prirodnim” situacijama, jedan od ova dva skupa je prazan i tada
radimo ili sa "prostorima funkcija” ili sa ”prostorima nizova”.

Oznacimo sa S = S(2, M, u) skup svih skoro svuda konaénih g-mjerljivih
funkcija na €2, preciznije, S se sastoji od ekvivalentnih klasa mjerljivih funkcija,
gdje za dvije funkcije x i y kazemo da su ekvivalentne ako se poklapaju skoro
svuda na €. U skup S na uobic¢ajen nacin mozemo uvesti algebarske op-
eracije, gdje ¢éemo pod nula elementom podrazumijevati funkciju 0(s) koja
je nula, skoro svuda na 2. Uvodjenjem odgovarajuce metrike, S mozemo
uciniti kompletnim metrickim prostorom. Parcijalno uredjenje na S mozemo
uvesti na slijede¢i nacin: kazemo da je x <y (z,y € 5) ako je z(s) < y(s) za
skoro svako s € €). Sa ovim, S postaje uredjen linearni prostor, tj. iz x < y,
za proizvoljan z € S jexz+2 < y+z,iza a > 0 je ar < ay; Sta vise, ako su
(x,) 1 (yn) dva niza u S koji konvergiraju respektivno ka z € Siy € S, za
koje je , <y, (n € N), onda je x < y. Na kraju, S je K-prostor, tj. svaki
odozgo ogranicen podskup od S ima supremum.

Osim konvergencije po mjeri, u uredjenom linearnom prostoru mozemo
posmatrati i konvergenciju u odnosu na uredjenje; kazemo da niz (z,,) konver-

gira ka x € S u odnosu na uredjenje u S ako je lim, o2, =lim,  _x, =z,
gdje su

lim z,, = infsupx, , lim, x, =supinfzx, .

n—00 k n>k Lk n>k

U prostoru .S ovaj tip konvergencije koincidira sa konvergencijom skoro svuda.
Na osnovu Lebesgueove teoreme, konvergencija skoro svuda implicira kon-
vergenciju po mjeri, obrat vazi samo u prostorima sa diskretnom mjerom

U daljem ¢emo ¢esto koristiti karakteristicnu funkciju xp skupa D € M

koja je data sa
_J 0 s¢D,
XD(S)_{l ; s€D,

i pomocu nje konstruisan operator projektovanja ili operator mnozZenja karak-
teristicnom funkcijom skupa D

Ppx(s) = xp(s)x(s) . (1.1.1)

Kao sto smo napomenuli, prostor S mozemo uciniti kompletnim ali na
zalost on nije normiran prostor pa ¢ak ni lokalno konveksan. Otuda i ispiti-
vanje operatora superpozicije sprovodimo na konkretnijim prostorima kao sto
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su Lebesgueovi, Orliczevi, Lorentzovi itd. Uvedimo na ovom mjestu jednu
vaznu klasu prostora kojoj pripadaju gore spomenuti, kao i prostori neprekid-
nih i neprekidno diferencijabilnih funkcija.

Definicija 1.1.1. Banachov prostor X mjerljivih funkcija nad €2 nazivamo
idealnim prostorom ako iz relacije |z| < |y|, x € S iy € X slijedi da z € X i
l2llx < yllx-

Vazna osobina idealnih prostora je ta da svaki niz koji konvergira po
normi u X je konvergentan i po mjeri, ili ekvivalentno receno, svaka kugla u
X je ogranicen skup u S.

Pod nosa¢em supp = funkcije z € X podrazumijevamo skup svih s €
za koje je x(s) # 0 ( koji je jedinstveno definisan do na skup mjere nula ).
Za proizvoljan N C X definiSemo nosac skupa N sa

supp N = supp [sup{Xsupp = : * € N}] .

Svaka funkcija x € N iSCezava, tj. ona je nula van supp N, i za proizvoljan
D C supp N pozitivne mjere postoji, Dy C D, pozitivne mjere, i funkcija
xo € N takvi da je Dy C supp xg. U svakom idealnom prostoru X postoji
nenegativna funkcija ug takva da je supp ug = supp X. Takvu funkciju
nazivamo jedinica prostora X.

Za element z € X kazemo da ima apsolutno neprekidnu normu ako vazi:

lim ||Ppz|| =0, (1.1.2)
A(D)—0

gdje je Pp definisan sa (1.1.1). Skup X svih elemenata z € X koji imaju
apsolutno neprekidnu normu je zatvoren idealan potprostor od X i nazivamo
ga regularni dio od X. Regularni dio prostora X moze biti znatno uzi od
samog prostora, a prostore kod kojih je X = X° nazivamo regularnim pros-
torima. Ukoliko je X gust u X onda prostor X zovemo kvazi-reqularnim.
Jedna karakterizacija regularnog prostora X, bitna u daljem radu, je

Teorem 1.1.1. [33] Neka je X idealan prostor i ug proizvoljna nenegativna
funkcija 1z X. Neka je v € X takav da je supp x C supp ug. Funkcija x
pripada X° ako i samo ako postoji monotono rastuéa funkcija ®(u) (0 < u <
0) za koju je
)
lim _(u) = 00

u—oo U
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takva da vazi:

o (‘x($)|> uo(s) € X .

ug(s)

Idealan prostor X nazivamo skoro perfektnim ako norma zadovoljava Fa-
touovu osobinu, tj. ako za dati niz (z,) C X koji konvergira ka x € X
vazi:

||| < lim,, o] |2l -
Prostor X nazivamo perfektnim ako iz ¢injenice da niz (x,) konvergira ka
x € S slijedi da z € X i da vazi Fatouova osobina. Prostor X je skoro
perfektan (perfektan) ako i samo ako je jedini¢na kugla zatvoren skup u X
(uS).

Svaki regularni prostor je skoro perfektan, obrat ne mora da vazi. Prostor
koji je i regularan i perfektan nazivamo kompletno regularnim.

Kuglu sa centrom z, poluprecnika r éemo oznacavati sa B(xg,r), speci-
jalno B(0,7) = B.(X).

Neka su X i Y idealni prostori. Skup Y/X™ (n € N), koji se sastoji od
svih z € S takvih da je za2™ € Y, za svako x € X, snabdjeven normom

[2llyyxn = sup{[[22”|ly = [Jz|lx <1},

nazivamo n-ti prostor multiplikatora od X u odnosu na Y. Specijalno za
n = 1, prostor Y/X nazivamo prostor multiplikatora od X u odnosu na
Y. Prostori multiplikatora igraju vaznu ulogu u ispitivanju mnogih osobina
operatora, kao naprimjer diferencijabilnosti operatora.

1.2 Tezinski Banachovi prostori
funkcija prirodnog argumenta

Kao sto smo ve¢ napomenuli u 1.1, skup €2 se moze podjeliti na dva dijela
Q. 1y, 1 u”prirodnim” situacijama jedan od ova dva skupa je prazan.

Neka je sada 2 = N i M g-algebra svih podskupova skupa N. Neka je u
mjera na N sa svojstvom

(Vs € N) p(s) > pg >0, (1.2.1)

gdje je po unaprijed zadato. Ukoliko posljednji uslov posmatramo u obliku

#(s)
(Vs € N) m >1,

4
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nece se umanjiti opstost ako za mjeru p uzmemo mjeru brojanja. Slijedeci
oznake iz 1.1, sada je S = S(N, M, i) i pri tome je jasno, Q. = 0.
Neka je 0 = (0(s))sen, proizvoljan niz nenegativnih realnih brojeva. Za
0 < p < o0, definisimo skup l,, kao skup svih funkcija x = (2(s))sen, sa
osobinom da je
> Ja(s)Po(s) <o, 0<p<oo,
seN
odnosno
sup|z(s)|o(s) < oo , p=o00.
seN
Ako u [,, algebarske operacije uvedemo kao i u [, i uvedemo normu na
slijede¢i nacin:

3=

<y, = (Z \$(5)1p0($)> , 1<p<oo, (1.2.2)

seN

odnosno za p = oo
|2|]1e., = sup|z(s)|o(s) , (1.2.3)
seN
l,» postaje kompletan linearan vektorski prostor, tj. Banachov prostor, koga
nazivamo tezZinski Banachov prostor funkcija prirodnog argumenta. Treba
primjetiti da za 0 < p < 1, [, , nije normiran prostor, ali funkcional

@] =) la(s)lPa(s) ,

seN

definige jednu k-normu ( nejednakost ||la + b|| < k(||a|| + ||b]|) se naziva k-
nejednakost trougla, i pri tome funkcional ||- || nazivamo k-norma ) na [, , sa

= 21% i ¢ini ga kompletnim k-normiranim prostorom. lako ¢emo u ovom
radu uglavnom raditi uz pretpostavku da je 1 < p < oo, ipak treba primjetiti
da se vec¢ina rezultata moze prenijeti i na slucaj 0 < p < 1.

Da bi prostor l,, bio opstiji od odgovarajuceg prostora [, u smislu, da
specijalnim izborom tezinske funkcije dobijemo prostor [, i da pri tome, bez
obzira na izbor tezinske funkcije ostanu u vaznosti osnovne osobine prostora
l,, moramo postaviti odredjene uslove na funkciju o. Tako, ako bi smo uzeli
da je 0 € 1, (1 < p < o0), zbog ogranicenosti datog niza, imali bi smo da
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l, C l,,. Kako nam to nije u interesu, necemo uslovljavati da je o ogranicen
niz, dakle u opstem slucaju je

supo(s) = oo .
seN

Osim toga, da bi sacuvali poredak prostora [, , (po inkluziji), tj. da iz p < ¢
slijedi [, » C {4+, pored navedenog uslova zahtjevamo i slijedeci uslov:

(VneN) o(n) > 1, (1.2.4)
tj. vazi

Lema 1.2.1. Neka je 1 < p < q < oo. Da bi za proizvoljan x wvazilo
]l < llzll,,,, neophodno je i dovoljno da funkcija o zadovoljava uslov

(1.2.4).

Dokaz : Neka je 1 < p < ¢ < oo i neka je za svako w, ||, < ||, -

Izaberimo funkciju = tako da je z, = 11z, =0 za k # n € N. Zbog izbora
funkcije z, to bi znacilo

(o(k)> > (o (k)

Kako je p < ¢, odnosno % > %, zaklju¢ujemo da mora biti o(k) > 1, k € N.

Q=

, ke N.

Neka je sada zadovoljen uslov (1.2.4), i neka je § > 1 takav da je ¢ = p3. Ne
umanjujuci opstost, neka je x € [, , takav da je > __|z(s)[Po(s) = 1. Tada
je za svako s € N, |z(s)|o(s) < 1 pa je onda

> lz(s)lta(s) = Y (lx(s)IPa(s)) (o (s)' 7

seN seN

<Y (lz(s)Pa())” < Y la(s)Pa(s) .

seN seN

Dakle ||z|;,, < ||#];,,, Sto dodatno znaci l,,, C ly,. &

Ovako uvedenu funkciju o nazivamo tezZinska funkcija. Njenim specijal-
nim izborom, o(s) = 1 (s € N), dobijamo Banachove prostore [,, prema
tome, rezultati dobijeni u ovom radu predstavljaju u tom smislu, uopstenje
poznatih rezultata za prostore [,,.

Pokazimo sada dvije vazne osobine prostora [, .

6
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Lema 1.2.2. Neka je (0(s))sen tezinska funkcija sa osobinom (1.2.4) i neka
je 1 < p < oo. Prostorl,, je idealan prostor.

Dokaz : Neka je y € [, , i neka je x takav da je |z| < |y|. Odavde je zbog
nenegativnosti tezinske funkcije

(Vs € N)|z(s)lo(s) < |y(s)[o(s) ,

odnosno vrijedi

(Z |x(3)|p0(5)> ” < (Z |y(8)|p0(s)> ' .

seN seN

Iz ovoga je jasno da je x € I, ,, 1 osim toga imamo ||z|[;,, < [|y|]i,., te je na
osnovu definicije 1.1.1, [, , idealan prostor. &

Uslov (1.1.2), za apsolutnu neprekidnost norme u prostorima I, ,, svodi
se na uslov
lim [Pzl =0,
n—oo ’

gdje sa P, oznacavamo operator projektovanja

P, = P{n+1,n+2,...} .

Lema 1.2.3. Neka je (0(s))sen tezinska funkcija sa osobinom (1.2.4), i neka
je 1 < p < oo. Prostorl,, je reqularan prostor.

Dokaz : Neka je x € [, , proizvoljan. To znaci da je

lellf, =" las)lPors) < oo

seN

Tada

R, = Z |z(s)|Po(s) = Z |Px(s)|Po(s) — 0, n — oo

s=n+1 seN

Ovo je opet ekvivalentno cinjenici da je lim, . ||Psx[|;,, = 0 iz Cega za-
kljucujemo da je = € I ,. Kako je IJ , C 4, to je onda [) , = [, ,, odnosno
prostor [, , je regularan. &



1.3. Operator superpozicije

Kako je svaki regularan prostor skoro perfektan, zbog zatvorenosti, za-
kljuc¢ujemo da je [, , perfektan prostor. Na osnovu svega recenog imamo da
je l, , kompletno regularan prostor.

Neka su l, , il, . dva tezinska Banachova prostora. Prostor multiplikatora
od [, , u odnosu na [, ,, saglasno definiciji prostora multiplikatora, pokazuje
se da je

Ly 2o —a 3 D>
lyr/lpo = { T e T (1.2.5)
! ; P=q.
Zaista, za proizvoljan x € [, , neka je y proizvoljan. Neka je p > ¢. Tada na
osnovu Holderove nejednakosti imamo

e 2GS y)|Ir(s) = Xon lz(s)io7 (s)]y(s) |77 (s)o 7 (s)

pP—q
q

< ally, [Soen ()55 (5)0 75 (9))| 7

Da bi desna strana bila konacna, ocigledno je da mora y € [ - E—
H’T —4d0 -

Ovo opet znaci da je i lijeva strana konacna, tj. y € l, /1, -

Sa druge strane, ako je p < ¢, konac¢nost desne strane Ce se obezbjediti ako

je y proizvoljna ogranic¢ena funkcija.

1.3 Operator superpozicije

Neka je f = f(s,u) funkcija dvije varijable definisana na Q x R, ¢ije su
vrijednosti u R. Datoj funkciji z = z(s), definisanoj na €2, primjenjujuéi
funkciju f, dodjeljujemo funkciju y = y(s), definisanu takodje na 2, koja je
data sa

y(s) = f(s,z(s)), s€Q.

Na ovaj nacin je definisan nelinearni operator F',
Fz = f(s,x) (1.3.1)

za koga kazemo da je generisan funkcijom f. Ovako definisan operator
naziva se operator superpozicije, “unutrasnji” operator superpozicije, operator
kompozicije, operator zamgjene ili operator Nemytskij-og.

Pored operatora (1.3.1), u literaturi susreé¢emo i operatore oblika Fz(s) =
x(o(s)) (gdje je ¢ bijekcija sa Q u Q), koga nazivamo “spoljasnji” operator su-
perporzicije, a takodje su izuc¢avani i “operatori mnozenja”, Fx(s) = a(s)x(s).
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1.3. Operator superpozicije

Njihova bitna razlika u odnosu na operatora (1.3.1) je ta $to su oni linearni op-
eratori. U ovom radu mi ¢emo se iskljucivo baviti operatorom oblika (1.3.1).

Od opstih osobina operatora superpozicije (1.3.1), istaknimo kao prvo
jednu ”algebarsku” osobinu koju nazivamo lokalna odredjenost operatora F.

Lema 1.3.1. Operator superpozicije F' ima slijedece osobine koje su ekviva-
lentne:

(a) Za D C Q vazi
FPp — PpF = Py pF0 |

gdje je sa 6 oznacena funkcija jednaka nuli skoro svuda na €2.
(b) Za D C Q vazi:

PDFPDZL': PDF.T s PQ\DFPDZ‘ = PQ\DFQ .

(c) Ako se funkcije x1 i xo poklapaju na D C ), onda se i funkcije Fxy i
Fxy poklapaju na D.

Dokaz :

(a) Neka je x proizvoljna funkcija definisana na D. Tada je

FPpx(s) — PpFa(s) = F(xp(s)z(s)) — xp(s)Fz(s)
0 , se€D
Fo |, s¢D
= Xo\p(s)Fo(s)

(b) Neka je x definisan na D.

PoFPpir(s) = xo(s)F (xo(s)a(s)) = {Fw<s> . SED

0 , s¢D
= xp(s)Fz(s)
= PpFu(s),

Po\pFPpx(s) = xa\p(s)F (xp(s)z(s)) = { (1)?9 : z;g



1.3. Operator superpozicije

(c¢) Neka su xq,xs dvije funkcije definisane na D, takve da je za svako s € D

x1(8) = ma(s). Odavde je za svako s € D, f(s,x1(s)) = f(s,22(s)), tj.
vazi (Vs € D)Fxy(s) = Fao(s). Dakle Fixy 1 Fy se poklapaju na D.

Dokazimo sada ekvivalentnost ovih osobina.

Ekvivalentnost (a) i (b) slijedi direktno iz ¢injenice da je F Ppx = PpF Ppx+

PQ\DFPDx.

Neka sada vazi (a), i neka se x; i x9 poklapaju na D. To znaci da je Ppxy =

Ppxy. Tada zbog osobine (a) imamo

PpFz, — FPpxy, = Po\pF0
PpFxy — FPpxy = Po\pFo .
Oduzimajuci ove dvije jednakosti imamo
PpFxy — PpFxy = FPpxy — FPpxy =0,

odnosno Fzy i Fxy se poklapaju na D. Dakle (a)=(c).

Neka sada vazi (c) i neka je = proizvoljan, definisan na D. Tada se x i Ppx
poklapaju na D pa se zbog (¢) i Fz i FPpz poklapaju na D, tj Fx = PpFx
na D. Ali odavde onda ponovo imamo da je PpF'x = PpF Ppx. Na isti nac¢in
kao prethodno, mozemo rezonovati za Ppx i 6 na Q\ D, i zakljuciti da vazi

Po\pF' Ppx = Po\pF0 .
Dakle (c)=-(b). &
Pretpostavka da operator superpozicije zadovoljava
Fo=06, (1.3.2)
Sto znadi da funkcija koja generise dati operator zadovoljava jednakost
f(s,0)=0 , s.s.naR, (1.3.3)

ne predstavlja ogranicenje opstosti, jer uvijek mozemo prec¢i na posmatranje
operatora F', generisanog funkcijom

f(s,u) = f(s,z0(s) +u) — f(s,20(s)) , (1.3.4)
za neku fiksiranu funkciju zq, definisanu na €2. Operator F ima iste osobine
kao i operator F', i zadovoljava osobinu (1.3.2). Ako operator F' zadovoljava
osobinu (1.3.2), svaka od navedenih osobina u Lemmi 1.3.1 je ekvivalentna
¢injenici da operator F' komutira sa operatorom projektovanja tj., da vazi
FPp = PpF.
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1.3. Operator superpozicije

Definicija 1.3.1. Za dvije funkcije x; i x5 kazemo da su disjunktne ako vazi
supp 1 N supp T = .

Definicija 1.3.2. Za operator F kazemo da je parcijalno aditivan, ako za
proizvoljne disjunktne funkcije x i y vazi F(z +y) = Fx + Fy

Lema 1.3.2. Ako operator superpozicije F' zadovoljava (1.3.2) onda je on
parcijalno aditivan.

Dokaz : Neka su x; i xo proizvoljne disjunktne funkcije i ozna¢imo sa

D; = supp z; (i = 1,2). Tada imamo

F(z1+1x3) = F(Pp,up,(r1+ 2))
= Pp,up, F(r1 + x3)
= Pp,F(x1+ x3) + Pp,F(x1 + x2)
= Pp,Fxi+ Pp,Fxs
— FPpai + FPps
= Fx,+ Fxy

Sto predstavlja parcijalnu aditivnost operatora F'. &

Lema 1.3.1 nam izmedju ostalog garantuje da operator superpozicije pres-
likava ekvivalentne funkcije u ekvivalentne funkcije, tj. da on djeluje na
klasama. Uslovi na funkciju f koja generise dati operator sa takvom osobi-
nom, zahtjevaju uvodjenje novog pojma.

Definicija 1.3.3. Funkciju f nazivamo superpoziciono mjerljivom ili krace
sup-mgerljivom ako odgovarajuci operator superpozicije F' preslikava prostor
S u samog sebe.

Okarakterisati sup-mjerljivost pomocu osobina funkcije f, pokazalo se ni
malo lakim, jer dvije funkcije f; i fo koje generiSu isti operator superpozicije
F mogu biti bitno razlicite. Pokazuje se da vrijedi:

Lema 1.3.3. [13] Neka je (f)nen niz sup-mjerljivih funkcija koji konvergira
za skoro svako s € Q i za sve u € R ka funkciji f(s,u), tada je i f sup-
myjerljiva funkcija.

Lema 1.3.3 omogucava nam prosiriti klasu sup-mjerljivih funkcija, ali to
jos ne daje karakterizaciju sup-mjerljivosti. U tom cilju, defini§imo na ovom
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1.3. Operator superpozicije

mjestu pojam bitan za sup-mjerljivost. Neka su f; i fo definisane na €2 x R
i neka je A C 2 x R. Pisat ¢emo

fl(S,U) j f2(37u) ((S,U) € A) )

ako za proizvoljno x € S ¢iji je graf u A vazi

fi(s, x(s)) < fals, 2(s)) ,

za skoro svako s € 2. Ako vazi

fl(s’u) = f2(87u) 1 fl(svu) = f2(87u) )

kazemo da su funkcije f; i fo superpoziciono ekuvivalentne ili krace sup-
ekvivalentne na A i piSemo

fi(s,u) = fa(s,u) .

Ako je neka funkcija f sup-ekvivalentna sup-mjerljivoj funkciji f, tada je i
ona sup-mjerljiva.

Caratheodory je pocetkom proslog stoljeca dao dovoljne uslove za sup-
mjerljivost neke funkcije,

Teorem 1.3.4. [13] Funkcija f = f(s,u) je sup-mjerljiva ukoliko je funkcija
f(s,-) neprekidna na R za skoro svako s € Q i ako je f(-,u) mjerljiva na §2
za svako u € R.

Navedeni uslov nazivamo Caratheodoryjev uslov, a funkciju f koja zado-
voljava taj uslov nazivamo Caratheodoryjevom funkcijom.

Pored ovih, definisane su ([3]) Baire-Caratheodoryjeve kao i Shraginove
funkcije koje sve daju dovoljne uslove za sup-mjerljivost. Pri tome je svaka
Caratheodoryjeva funkcija i Baire-Caratheodoryjeva, a ova je opet Shragi-
nova funkcija i na kraju, svaka Shraginova je sup-mjerljiva funkcija. Pri
tome vrijedi

Lema 1.3.5. [13] Ako su fi i fo Shraginove funkcije, tada su uslovi fi < fo
1 f1 < fo ekvivalentni.

U prostorima koji se sastoje samo iz atoma (2, = (), data lema je
trivijalna, jer su relacije < i < ekvivalentne na €23. Ova cinjenica i Lema
1.3.3 obezbjedjuju da ¢ée konvergentan niz Shraginovih (samim tim i niz
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1.4. L-karakteristika operatora

Caratheodoryjevih ) funkcija konvergirati Shraginovoj (Caratheodoryjevoj)
funkciji.

Napomenimo da su Krasnosel’skij i Pokrovskij, kao i Grande i Lipin-
ski, konstruisali primjere funkcija koje jesu sup-mjerljive ali nisu mjerljive
funkcije ([3]). Detaljnije o sup-mjerljivosti moze se naéi npr. u [13].

Navedimo jo$ jedno pomoc¢no tvrdjenje koje ¢emo koristiti u narednim
poglavljima,

Lema 1.3.6. /3] Neka je a nenegativna Caratheodoryjeva funkcija na Q x R,
w mjera koja zadovoljava (1.2.1) i neka je

Za(n,w(n))u(n) <c< oo

neN

za svako x € S. Tada postoji funkcija @ € 1y, takva da je
a(n,z(n)) < a(n)

1 da vazi
S atn)u(n) < c.

neN

1.4 L-karakteristika operatora

Neka je F' operator i P neka njegova osobina, kao Sto je na primjer os-
obina da on djeluje u nekom prostoru, osobina da je neprekidan, osobina
da je ogranicen u nekom smislu, osobina da je kompaktan, osobina da je
diferencijabilan i sl. Postavlja se pitanje, za koje prostore X i Y ¢e oper-
ator F', posmatran kao operator izmedju X i Y, imati posmatranu osobinu
P? Dakle, za razliku od uobicajenog ispitivanja odredjene osobine operatora
izmedju konkretnih prostora, ovdje zelimo naci prostore izmedju kojih ¢e op-
erator imati odredjenu osobinu. Ovakav nacin razmisljana itekako ima smisla.
U ispitivanju linearnih i nelinearnih operatorskih jednac¢ina na Banachovim
prostorima, problemu izbora ”odgovaraju¢ih” funkcionalnih prostora se ne
posvec¢uje mnogo paznje, iako je znano da za egzistenciju i jednoznacnost
rjeSenja ovo igra bitnu ulogu. Tako je egzistencija rjeSenja pozeljna u sto je
moguce "uzem” prostoru, a jednoznacnost u Sto ”Sirem” prostoru. Zadovol-
jenje ovih zahtjeva, tj. izbor ovakvih prostora je kud i kamo tezi od ispitivanja
konkretnih analitickih osobina operatora u unaprijed zadatom prostoru.
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1.4. L-karakteristika operatora

Definicija 1.4.1. Skup svih uredjenih parova (X,Y’) prostora, takvih da
operator F', posmatran kao operator izmedju prostora X i Y, ima osobinu
P, oznacavamo sa L(F;P) i nazivamo ga L-karakteristika operatora F za
osobinu P.

Opisati L-karakteristiku operatora za neku osobinu, zajedno sa neophod-
nim i dovoljnim uslovima za tu osobinu, znac¢i imati potpunu informaciju o
toj osobini operatora na odredjenoj klasi prostora. Kao primjer navedimo
Risz-Thorinov interpolacioni teorem i Marcinkiewiczev interpolacioni teo-
rem, koji daju opis L-karakteristike djelovanja linearnog operatora izmedju
Lebesgueovih, odnosno Lorentzovih prostora ([9]).

U ovom radu mi razmatramo nelinearni operator superpozicije F' na pros-
torima [, ,, (1 < p < 00). Kako ovu klasu prostora karakterise broj p, defini-
ciju L-karakteristike ¢emo izmjeniti utoliko §to ¢emo reci da (%, %) € L(F;P)
ako operator F, djelujudi iz l,, u l,, , ima osobinu P. Zbog (117’ %) € R?,
jasno je da L(F;P) C R%, sa ¢ime L-karakteristika postaje geometrijska in-
terpretacija osobina operatora F'. Zbog 1 < p < o0 je 0 < 110 < 1, pa ¢emo
cesto iz prakticnih razloga pisati (a, 3) € L(F;P) gdje su a = ]lj ifp= é.
Spomenuti primjeri (Risz-Thorinov i Marcinkijewiczev teorem), geometrijski
gledano znace da su L-karakteristike djelovanja linearnog operatora izmedju
Lebesgueovih (L,), odnosno Lorentzovih prostora (L,,), konveksni skupovi
([9]). Kako je konveksnost L-karakteristike mnogih linearnih i nelinearnih op-
eratora jako dobra osobina tog skupa, ali u isto vrijeme ne bas lahka za dokaz
za mnoge osobine P, to se definisu i nesto ”slabije” osobine L-karakteristike.

Neka su (o, ), (a1,51) € R2, ay < ap. Oznaéimo sa

{(,B)eRL: Bu<B<p, <2<} o [y<fy,

E(Oé(],ﬁOSOélaﬁl) = { {(CVO:BO)> (Oél,ﬂl)} o Po > 01

Za ova dva slucaja skup X(ag, fo; a1, 01) predstavljen je na slikama 11 2 .

14



1.4. L-karakteristika operatora

Bl
(a1, Br) .
>
(o, Br) -
(a0, Bo) '11
;& : >
Slika 1. By < [y Slika 2. By > (1

Definicija 1.4.2. Za skup M C R? kazemo da je X-konveksan, ako za
proizvoljne («v, fo), (o, 51) € M, vrijedi (g, Bo; a1, B1) C M.

Primjetimo da je Y-konveksnost L-karakteristike nelinearnog operatora
superpozicije, jako korisna i prikladna u izucavanju razlicitih svojstava P,
tog operatora (vidjeti npr. [5]).
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Glava 2

Uslov djelovanja

2.1 Opsti pojmovi vezani za djelovanje oper-
atora superpozicije

U ovom odjeljku ispitat ¢emo oblast definisanosti kao i uslove djelovanja
operatora superpozicije F' izmedju tezinskih Banachovih prostora l,, i [, -,
koje smo definisali u 1.2.

Najprije uvedimo novi pojam, vazan za operator superpozicije koji djeluje
na proizvoljnom idealnom prostoru. Neka je A proizvoljan podskup idealnog
prostora X. Sa 3(A) oznacavat ¢emo skup svih x € X za koje postoji
kona¢na particija { Dy, Do, ..., Dy} od Q1 funkcije z; € A, (j =1,2,...,m)
takve da je z(s) = zj(s) zas € Dy, ( = 1,2,...,m). Drugacije receno, £(A)
je skup svih funkcija koje imaju formu

m
xr = E Pp,x;
j=1

gdiejex; € AiDj e M, (j =1,2,...,m), a M je o-algebra mjerljivih
skupova. Skup ¥(A) nazivamo Y-omotaé skupa A. Vaznost X-omotaca je u
tome da mnoge osobine koje operator ima na skupu A, takodje su u vaznosti

i na 3(A). Tako, vrijedi:

Lema 2.1.1. Ako operator F preslikava skup A C X uY, tada F preslikava
YA uY.
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2.1. Opsti pojmovi vezani za djelovanje operatora superpozicije

U opisivanju »-omotaca nerijetko se koristi takozvani funkcional razdva-

janja
H(z) = inf {Z | Pp,x
=1

gdje se infimum uzima po svim particijama { Dy, D, ..., D,,} skupa Q. Funkcional
H je nenegativan (moguée beskonacan) i ima slijedeé¢e osobine:

|+ 1P

| < 1} , (2.1.1)

Lema 2.1.2. Za funkcional razdvajanja vazi:
1. H(x) = ||z za ||z <1 i H(z) = |[z] za [[«]] > 1.
2. Zax,y € X iz|z| <|y| slijedi H(x) < H(y).

3. H(1 =Nz +Xy) < (1 —-NH(zx)+ A H(y) +2H(x)H(y) , =,y € X,
Ae(0,1).

4. Hx+y) < H(x)+ H(y) za z,y € X disjunktni.

Dokaz ove leme se izvodi ne koristeci eksplicitno formule za funkcional H,
medjutim samo izracunavanje funkcionala H je veoma tesko, cak teze i od
opisivanja 3-omotaca. Tako u slucaju Lebesgueovih prostora L, (1 < p < 00)
imamo

H(z) = |||, [[|=[l,1"~"
(gdje [x] oznacava najmanji prirodni broj vedi ili jednak od z), ali u slucaju
l,» nije moguce dati eksplicitni oblik funkcionala H ve¢ samo njegovu proc-
jenu
lzll;,, < H(z) <1+2]2[7

zax € {p € L, : |p(s)|"o(s) < 1} = A, dok za x izvan A, H uzima
beskonacnu vrijednost.
Vezu izmedju X-omotaca i funkcionala H opisuje

Lema 2.1.3. X-omotac¢ skupa Bi(X) sastoji se od svih onih x € X za koje
je H(x) konacan.

Jasno je da funkcional H omogucéava opisivanje ne samo skupa ¥ =
¥ (B1(X)), nego i skupova oblika ¥(x¢ + B,.(X)). Zaista

Z(w0+BT(X)):{x€X: H(x_xo) <oo} .

r
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2.1. Opsti pojmovi vezani za djelovanje operatora superpozicije

Definicija 2.1.1. Skup A C X nazivamo X-stabilnim ako vazi ¥(A) = A.

U terminologiji prethodne definicije mozemo iskazati slijede¢u lemu kao
posljedicu Leme 2.1.1:

Lema 2.1.4. Oblast definisanosti (D(F')) operatora superpozicije F gener-
isanog funkcijom f i posmatranog izmedju l, , i l, . je X-stabilan, .

X(D(F)) = D(F)

Za nas ¢e od posebnog znacaja u ovom radu biti slijedec¢a karakterizacija
Y-omotaca jedini¢ne kugle u l,, (X(B1(l,0)) = X):

Lema 2.1.5. Neka je x € l,,. Tada vazi:
x € X ako 1 samo ako se moZe predstaviti u obliku

T=x1+xo+ + X, (2.1.2)

gdje su x; medjusobno disjunktne funkcije iz jedinicne lopte u l, .
Pri tome, ako x € 3, on se moZe predstaviti w obliku (2.1.2), pri éemu je
m < 2Alellf, + 1

Dokaz : (<)

Neka je x € [, , proizvoljan za koga postoje funkcije x1, o, ..., zm € Bi(l,,),
medjusobno disjunktne, takve da je

T=X1+To+ -+ Ty .

Iz disjunktnosti, za 4,5 € {1,2,...,m}, i # j, imamo supp z; N supp =; = 0.
Oznacimoli sa D; = supp z; (1 € {1,2,...,m}), tada zbog Cinjenice

(Vs € N) z;(s)xj(s) =0, i# 37 ,i,5 €{1,2,....,m},

skupovi D; (i € {1,2,...,m}) ¢ine particiju od N i pri tome je Pp,x; = x;.
Ovo onda znaci da je
T = Z Pp,x
i=1

tj., z € 2.
(=)
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2.1. Opsti pojmovi vezani za djelovanje operatora superpozicije

Neka je sada = € ¥. Neka je {wy,ws, ..., wn} neka konaéna particija skupa
N (tj. neka vazi U™ w; = Niza i # j, w;Nw; = 0) koja zadovoljava osobinu

(Vi=1,2,...,m) ||P,x <1.

10 <

Konacnost particije je moguca, jer je x € [, , tj. vrijedi,

Z |z(s)|Po(s) — 0, k — oo .

s>k

Naime, ako uzmemo dovoljno veliko m € N, onda ée biti Y | ., |z(s)[Po(s) <1
za sve k > m. U tom slucaju mozemo izabrati particiju od N na slijedeci
nacin:

w ={1}, wo={2},...,wom1={m—1}, wp,={Mm,m+1,...}

za koju je
| Py

IN

1,i=12....m.

I

Oznacimo sada sa z; = B,z (i = 1,2,...,m). Zbog disjunktnosti skupova
w; jasno je da vazi

(Vs e N) z;(s)xj(s) =0, i#j, 1,7 €{1,2,...m} .

Osim toga je ||z;i||;,, = ||Pu,x
Neka je sada s € N proizvoljan. Tada postoji jo € {1,2,...,m} takav da
5 € wj,, a zbog disjunktnosti skupova w;, jo je jedinstven. S druge strane,
disjunktnost funkcija nam daje

< 1, tJ x; € Bl(lpﬁ), 1= 1,2,...,77?,.

o <

2(s) = wjo(s) = w1(s) + @2(s) + -+ - + Tm(s) ,
a bududi da je s € N bilo koji, vazi
T=T1+Ta2+ -+ Xy, .

Mozemo pretpostaviti da je za sve j € {1,2,...,m}, osim eventualno jednog,
zadovoljen uslov ||z;|[;,, > 1. Zaista, u suprotnom, ako bi imali vise takvih
za koje je ||x; H,M < %, napravili bi njihovo grupisanje od po dva uz eventualno
jedan viska. Na ovim grupama od po dva primjenili bi slijede¢i postupak:

neka su x;, iy, (11,42 € {1,2,...,m}) zakoje je ||x;|]i,, < % i |@i,||1,.. < %
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2.1. Opsti pojmovi vezani za djelovanje operatora superpozicije

Tada bi posmatrali jednu funkciju x; = x;, + x;, umjesto dvije, z;, i z;,, za
koju imamo, da je za proizvoljan j € {1,2,...,m} \ {i1,i2}

.%‘il’j = ZL’il.Tj + l’wl’j =0

i ||xl||lw < |zs, |10 + [|7is]|1,, < 1. Ako bi svi novi sabirci po normi bili
veéi od 1 5 tvrdnja sa pocetka je tacna. U suprotnom navedeni postupak bi
ponavljali dok to ne bude tacno.

Dakle, neka je k € {1,2,...,m} onaj eventualni za koga je

[\')IH

. 1
(Vi e {1, 2,...omp\{kY) flailly,, > 5 A llzellr,, <

Na osnovu ovoga je
- 1
S llailly, = (m—1)5 .
i=1

Sa druge strane imamo

el = D la(s)Pa(s)

seN
m P
= 2|2 luils)
seN | i=1
> 3 It
i=1 s€N

m
= > llaillf,
i=1

tj. [|zll7,, = (m— 1)3, odakle slijedi da je m < 2|, +1. &

Napomenimo ovde da ¢emo za funkciju f(s,u), koja generise operator
superpozicije, u daljem uvijek podrazumijevati da je sup-mjerljiva funkcija
idasul < p,qg < oco. Slucaj kada je p = oo ili ¢ = oo bit ¢e razmatran
posebno u glavi 9.
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2.2. Djelovanje operatora superpozicije na prostorima [, ,

2.2 Djelovanje operatora superpozicije na pros-
torima [, ,

U prostorima funkcija moguce je dati potrebne i dovoljne uslove djelovanja
operatora superpozicije. Te uslove, iskazane za operator superpozicije u
Lebesgueovim prostorima daje:

Teorem 2.2.1. Operator superpozicije F' generisan Charateodorijevom funkci-
jom f(s,u) djeluje iz L, u L, ako i samo ako postoje funkcija a € L,, kon-
stante b >0 10 > 0, takvi da vazi:

[F(s.w)] < als) +blul7 (22.1)
za sve (s,u) € Q x R za koje je zadovoljeno
A(s) <0, p(s)|ulf <o . (2.2.2)

Jasno je da u prostorima bez atoma (tj., ako je Q4 = 0) uslov (2.2.2) je
suvisan (jer je A(s) = p(s) = 0) i pri tome klasa funkcija f(s, u) koje generisu
operatore superpozicije iz L, u L, je prilicno uska. Naime, ta klasa sadrzi
funkcije polinomijalnog rasta po u (sa maksimalnim eksponentom 5).

Sa druge strane, u prostorima sa diskretnom mjerom (kada je Q. = )
uslov (2.2.2) je izuzetno ogranic¢avajuéi, ali kao $to ¢emo vidjeti, to nece suziti
dopustivu klasu funkcija koje generisu operatore superpozicije koji djeluju
izmedju takvih prostora.

Uslove djelovanja u Banachovim prostorima funkcija koje su definisane
na 2 = N, za koje je Q. = ), dajemo u slijede¢oj tvrdnji

Teorem 2.2.2. Neka je F' operator superpozicije generisan funkcijom f(s,u).
F preslikava l, , ul, . ako i samo ako postojea € ly-, b >0, >01ing €N,

takvi da vazi
P

£ (s,u)] < a(s) +boa (s)77a (s)]u(s)] 7 | (2.2.3)
kad god je s > nyg ia(s)%]u| < 0.
Dokaz : (=)

Bez umanjenja opstosti, prema recenom na strani 10, pretpostavimo da je
f(s,0) =0, sto osigurava da je operator F' parcijalno aditivan. Pokazimo da
za proizvoljno x € [, , vazi:

(V2 > 0)(30. > 0)(3n. € N) (|[all,, < 0c = ||FPuzll,. <), (2.24)
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2.2. Djelovanje operatora superpozicije na prostorima [, ,

gdje je Py, = Piuyimq2,.}, operator projektovanja. Pretpostavimo suprotno,
tj. da postoji € > 0 takav da za svako d > 0 i za svako n € N, mozemo naci
Ty € l,, tako da vazi

2nlli,, <O N|[FPuxnll,, >¢c.
Kako je

15 {n+1,..3\{n+2,...}
Pn_Pn-H = X{n+1,n+2,..} — X{n+2,n+3,..} = { 0 ; {n + 17 N } N {TL+ 27 N }

imamo,
lim ||F(P, — Ppn)x,|| = ||FPaxnl| -

Ovo znaéi da proizvoljnom n € N mozemo pridruziti n- € N tako da vazi
[(Pn = Po)nlly, <0 AF (P, — B )n|ly,,, > €.

Indukcijom mozemo konstruisati niz prirodnih brojeva (ny)ren takav da je

ny=1,ny=(n1) ,..., ngy1 = (ng) , 1 da za proizvoljno k € N vazi:
||(Pnk - Pnk+l)xnk||lp,a S 2_k /\ ||F(Pnk - Pnk+l)xnk||lq,7' > €.
Konstruisimo sada @, = > " | (Pn, — Py, )%n,. Tada iz

Yoz )Pols) = YD (Pu(s) = Py (9)|an, (5)[Po(s)

seN k=1 seN
oo Mk+41
= Y ) [Puan(s)Pols)
k=1 S=ny
< Sl <32 <00,
k=1 k=1
slijedi z, € [, ;.
Sa druge strane je
|Fallf = D [f(s,2.(5))]7(s)
seN
= Z Z |f(87 (Pnk - Pnk+1)xnk (8))|qT<S)
k=1 seN
oo Mk+1 [e'¢]
= D Y If(sxns)]ir(s) 2 D e =00,
k=1 s=ny, k=1
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2.2. Djelovanje operatora superpozicije na prostorima [, ,

tj. Fa. ¢ l,., 8to je kontradikcija sa pretpostavkom o djelovanju operatora
F. Dakle, vrijedi relacija (2.2.4).
Neka je sada € > 0 proizvoljan. Oznacimo sa f. funkciju

fe(s,u) = max {0, |f(s,u)| — 2%5_560'%(8)7'_é(S)|U(S)|§} . (2.2.5)

Za proizvoljan = € l,,, neka su d. i n. brojevi za koje vazi (2.2.4). Za x
formirajmo skup

D(x) = {5 S e f(s @) > 266, Tea (s )T—%(s)yx<s)|§} . (2.26)

Oznac¢imo sa @ = Pp(yx. Na osnovu Lemme 2.1.5, & mozemo razloziti na
m = [25;p0(5)7_1(5)||x||§’pa] disjunktnih funkcija z;, takvih da je ||z;]| <4,
7=1,2,...,m. Sada imamo

Z | fe(s,2(8))["7(s) Z | fe(s,2(5))["7(s)

se€D(x) s€D(z)

= D |f(s Do)

s€D(zx) Jj=1

= Z Z’fs s, 2(s))|"7(s)

sGD(w) Jj=1

= ZZ | fe(s, 2(8))]"7(s)

j=1 seD(x)

= 33 [z - 200 e (o))

Jj=1 seD(x)

Z D 1 sz@))ir(s) = D 25:7et0(s)|2(s)?

1 \seD(z) s€D(z)

= Z Z £ (s, 25(s))[7(s) — 20, p5q2||zj||

ED(LL‘
me? — 26_Pel||z| [P

me? — (m—1)e? =& .

7(s)

IN

VARVAN
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2.2. Djelovanje operatora superpozicije na prostorima [, ,

Dakle vrijedi || fo(-, )||s,, < €, za proizvoljno x € I,,,.
Oznacimo sa

als) = { 0 s ¢ Do), (2.2.7)

SUP|y <5, fe(s,u) 5 s € D(x).

Tada vazi
q
lallf = la(s)[*r(s) = ) (Sup fg(s,u)> T(s) <&,
seN seD(z) lu|<de

tj. a € l,,. Sada iz (2.2.5) i (2.2.7) slijedi,

P

als) > f2(s,u) = [ f(s, u)] — 2967 "e0 ()75 (s)]u(s)}
za o7 lu] <. 1s>n.. Odavde neposredno imamo
(s, 0)] < als) +boe (s)r o (s)[ul
gdje je b = 2%55_%5.
(=)
Neka je zadovoljen uslov
s, w)] < als) +bos(s)7a(s)|uli . (o(s)7[u] <5, s 2n).

Tada za proizvoljan z € [, , imamo

|Falll = Y 1f(s.x(s))]'7(s)

< Y (al9) + bt ()7 A las)]F) ()
< o (Zm(s»ws) 0y |x<s>|po<s>) 7

a ovo je ocigledno konacno jera € l,,ix €l,,. Dakle F': 1, , — l,,. &
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2.3. L-karakteristika djelovanja operatora superpozicije

2.3 L-karakteristika djelovanja operatora su-
perpozicije

Neka je F operator superpozicije generisan funkcijom f(s, u) i neka je osobina
P, djelovanje (act.) operatora F' izmedju l,, i l,,, tj. posmatrajmo L-
karakteristiku L£(F,act.) djelovanja operatora F' na tezinskim Banachovim
prostorima nizova. Vrijedi slijede¢a tvrdnja:

Lema 2.3.1. Neka (o, 5o), (ou, 1) € L(F,act.). Tada je
(v, Bos a1, 1) C L(F,act.)

gdje je X, Bo; o, 41) dat sa (1.4.1).
Dokaz : Neka su (ag, (), (a1, 51) € L(F,act.). Na osnovu Teorema 2.2.2,

1mamo:
Ba
|f(s,u)| < ag(s) + boo™ (s)77% (s)|u|*0 , ag € l% o b0 >0,
-
8
1£(s,u)] < ai(s) + bio® (s)r P (s)|ul™ , a) € lig, b 20,
17

odakle slijedi:
. _ Bo _ b1
F(s,) < min {ag(s) + boo™ ()7 (s)|u] =, ay (5) + bro™ ()7 (s)]u] = }
51
< min{ag(s),ai(s)} + min {ao(s), byo® ()77 (s) |u o } +
5
+ min {al(s), boaﬁo(s)T’ﬁO(s)M?g} +
B B1
+ min {b0050<8)7_50(8)|u|‘78, blaﬁl(s)T_ﬁl(s)|u|‘71} :

Dakle, funkciju f mozemo zapisati kao f = f1 + fo + f3 + f1, pri ¢emu je
[fi(s,u)] < min{ag(s), ai(s)},

|f2(5’u)‘ < min {a0(5)7blgﬁl(S)T—ﬁ1(s)|u|%}’
|f3(87u)| < min {a1<s)7bogﬂO(s)T—ﬁo(s)|u|%}’
fals,w)] < min {bOUﬂO(S)T_ﬁO(S)|U|%>510ﬁ1(8)7_51(3)|U|%} .
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2.3. L-karakteristika djelovanja operatora superpozicije

Pri tome L(F,act.)DL(Fy,act.)NL(Fy, act.)NL(F3, act.)NL(Fy, act.), gdje su
F; operatori generisani funkcijama f; (i = 1,2,3,4). Oznacimo i sa :

My = {(a,.8): B0 < BB} U{(a,B): B £ B < oty

My — {( ERErEy =S aﬁ<ﬂ<ﬁo}
1

U{( B) ﬁoﬁ—<04<0050<5<0461}
1

ay
M; = {(0475) 0<04<515— Oégo

0

<5<51}

U{(%ﬁ) 515—<Oé<0051<ﬁ<04@}

0 Qo
My = {(aaﬂ) @§§<&} s
(&%) (0% (03]
onda je M1 Q £<F1,CLCt.), MQ Q L(FQ,CLCt.), M3 Q ﬁ(F&CLCt.) i M4 Q
L(Fy,act.). Sada posmatrajmo presjek ova Cetri skupa u zavisnosti od [
1 61:
Ako je By < 1 onda je taj presjek ¢etvorougao prikazan na slici 1.
Ako je By = (41 onda je to prava koja spaja tacke (ag, Bp) 1 (aq, B1).
Ako je By > [ onda je taj presjek dvoelementni skup {(«o, o), (a1, 51)}
(slika 2). &

Lema 2.3.1 ustvari govori da je L(F,act.) Y-konveksan skup. Osim toga
vazi i slijedeé¢a tvrdnja koja je na odredjen nacin obrat tvrdnje Leme 2.3.1:

Lema 2.3.2. Neka je M proizvoljan X-konveksan podskup od R2+. Tada
postoji funkcija f(s,u) koja generise operator superpozicije F, takav da je

L(F,act.) =M.

Lema 2.3.1 i Lema 2.3.2 pokazuju da se u opstem slucaju L(F,act.), pri
ovim pretpostavkama, ne moze preciznije opisati nego preko -konveksnosti.
U specijalnim slu¢ajevima to je ipak moguce, naime to je moguce ako izmedju
prostora L,, za razlic¢ite p, postoje posebne veze. Tako u slucaju tezinskih
Banachovih prostora [, ,, znamo da za p < ¢ vazi l,, C l;,. Ako uz to jos i
za svako s € N, u(s) > pp > 0, onda definisuéi skup

Ed(amﬁo):{( B) 0L a<Laf<a— } {(a, ) rap < v < 00,8 < fo}
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2.3. L-karakteristika djelovanja operatora superpozicije

(Oéoz 50)

2

Slika 3. X4(g, o)

imamo
Teorem 2.3.3. Ako (o, 3) € L(F,act.), onda je X4(a, ) C L(F,act.).

Za linearne operatore, Sto tvrdi Risz-Thorinov teorem interpolacije, £-
karakteristika djelovanja je konveksan skup. Glavnim rezultatom ovdje pokazu-
jemo da to isto vazi i za nelinearni operator superpozicije. Dokazimo prvo
dvije leme.

Lema 2.3.4. Neka su 1 < pg,p1,q0,q1 < o0 i neka operator superpozicije
F' generisan funkcijom f(s,u) djeluje iz Ly, 5 w lgyr 1 92 Ly, » u ly . Tada
postoje konstante Ay @ 6 > 0 1 postogi funkcija h € l,, ,, takvi da vazi:

(V2 € 1) (llall,, <0 = I1Fhall, < Ao) .

gdje je
1 1-— 1 1—
=t S "% 0<axy).
P Do Y4 q qo q1

bPo b1 ;
o <o Neka su p i g

Dokaz : Posmatrajmo slucaj q; > qo,p1 > po i ”

takvi da vazi

1 «Q l—a 1 a 11—«
+ + ;
P Do P q qo0 q1
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2.3. L-karakteristika djelovanja operatora superpozicije

Q=

SR

Slika 4. Konveksnost L-karakteristike djelovanja.
Iz uslova djelovanja operatora F' imamo:

(Fa; € ly,.,) (36: > 0,m; € N, b; > 0) | (s, u)| < ai(s) + b; <%) "
T
¢im je s > n,, op%‘(s) lu| < 9; (i =0,1). Oznacimo li sa §, = min{dp, dy, 1} i
sa n, = max{ng, n; }, tada je

ol < (e + 23 |u|p°):° (a4 02 ||) 2a)

za s > Mmy i a%(s) |u] < 6,. Izaberimo sada h € [, , takav da je ||h||lpO _<di

da vazi

(Vs <mny) h(s) =0,

gdje je 0 proizvoljan, sa svojstvom da je 0 < § < 0.
Iz uslova % =+ La (0 < a<1) slijedi

p1
_ app1 < pp1 < pp1 '

pm—1—a)p " p—(1—a)p ™ p1—p
Buduéidaizp<gq = [,, Cl,,, imamo

DPo

lpo,U C | om o C ,

p1—p’ P1—P
izbog e = l,,/ly 0, gdje je l, /1y » prostor multiplikatora uveden sa
p1—pP

(1.2.5), to zakljucujemo

h S lpo,cr = h € lp,éf/lplﬂ )
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2.3. L-karakteristika djelovanja operatora superpozicije

odakle po definiciji prostora multiplikatora imamo
Vaxe€ly,o) he€ly, .

Zbog cinjenice da je l, , C I, », za p < p1, vazit ¢e i
Vael,,) hr €ly o -

Neka je sada = € I, takav da je [zf, =~ < é. Ovo znaci da je za svaki
prirodan broj s, |z(s)[Po(s) < 0P. Tada je za izabrano h € I, »

Ihally, =" la(s)IPIh(s)Po(s) < Y |x(s)Po(s) < &

seN seN

(jer je zbog izbora funkcije h, za dovoljno veliko s € N, |h(s)| < 1). Dakle,
imamo da je za s > n,, |z(s)h(s)[Po(s) < 0P, tj. |hxlor < § < ., pa na
osnovu (2.3.1) imamo

(1—a)q

F (s, h(s)z ())\q<( O(s) + b 8 |ha V’O)Zg( H(s) + b 8 |\ha ypl) @

Mnozenjem posljednje nejednakosti sa tezinskom funkcijom 7 i sumiranjem
po s € N dobijamo

S 1F (s, hls)a(s))] (s)

< Z [ <ago(s> + bgo% |h(s)x(3)|po) w0 e

(1—a)q
(o + o 2 et ) <<>]

< [Z (5)+ 08 Y [h(s)x(s) ™ol )r

seN seN

[Z a’ )+ 6> " [h(s)x(s) o )] b

seN seN
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agq (A-a)q
q q
< (Naolle + oo™ nlze )™ (ol + 8 Izl ) ™
(1-a)gq
g9 a1
< (laoll +opa™) ™ (arllf +v0 sup |nal’
l|lz Ip,o <1
ag (A-a)q
q q
= (llaoll>+ofo)™ (laalle, -+ 80 IR )

Osim toga, zbog lyy.o C lp.o/lpyo, G- |Ally, 0, < ||h||lp070 < 4, dalje imamo

p1,0

aq (1—a)q
> 1f (s h(s)a(s) 7 7(s) < (llaollf + 0867 )* (flaalt + b3 )

seN
Stavljajuci u posljednjoj relaciji

(1—a)q

«q
Mo = (llaolly . +20%) ™ (ol +8067) ™

dobili smo da postoje Ag > 0, 6 > 01 h € [, , takvi da za proizvoljno
x € l,,, vrijedi implikacija

l2ll,, <0 = l[Fhzll, < Ao,

¢ime je lema dokazana. &

Lema 2.3.5. Neka je operator superpozicije F' generisan funkcijom f(s,u) i
neka F :lyyo — lgr 1 F 1y o = lgr (1 < Ppo.p1,90, 1 < 00). Tada postoji
funkcija h € 1, , takva da funkcija f(s,hu) generiSe operator superpozicije
kogi djeluje iz 1, , u l, -, gdje su p,q takvi da vazi

1 «Q l—a 1 «Q 11—«

Y

p Do P q qo q1

Dokaz : Prema Lemi 2.3.4, uz pretpostavljene uslove, postoje hy € [, 4,

50 >01 AQ, takvi da
(0 2 € o) (Il <60 = I Fhozll,. < Ag)

gdje su
1 o l—a 1 o l—«
+ -=—+4 ; 0<a<1.
Po b1 q q0 q1




2.3. L-karakteristika djelovanja operatora superpozicije

Uzmimo sada dy < g i za proizvoljno A < Ay stavimo

Fan(su) = max{o, £(s, ho<s>u>|Aﬁo ~2iAsy (%) |u|fi} (232)

Za proizvoljan z € [, , koji zadovoljava osobinu

07 (3)| Pay(s)| < 0a, ma > s
oznaCimo sa
1
A —B q
D(z) = {5 > ny |f(s,h0(s)x(s))|A—0 — 2%5/\(1 (%) a |:17(5)|§ > ()}
i oznac¢imo sa © = Ppx. Koriste¢i Lemu 2.1.5 sada mozemo pisati

gdje su [z, <da (j=1,2,...,m), mnije veci od 26, " [|Z[|] =+ 11z su
disjunktne funkcije. Na osnovu ovoga je

Z ’fA,ho(svx |_ Z |fAho S ':C |qT( )

seD(x) s>np
= 2 [famls D z()| 7()
= > Zlfmw (s, 2(s))]"7(s)
= Z D fanols ()| (s)
= . S S)Z;\S A—%_g M%Z'quTS
- X [|f<,ho<>J< NIy =200, A(T(S)) J25( >|] (5)
< Z[ersho 5)25(s)) ﬁ (5) = 20,"A > [25(s)[Po(s ]

- I Z |Fhoz; ! — 26, pAqZ B

q =P || 5~||P _ —PAQq ||5]|P
<A (26A |2l +1) — 20,7 A7,
= A7.
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Dakle vazi:

o fanelsia@)r(s) | = [fanols Pas)ll, <A, (2.3.3)

s€D(x)

za sve = € [, , sa osobinom 0%(S)|PM:B(S)| < 0p. Oznacimo sada sa

0 ;s < my
= Lo 2.3.4
CLA(S) { SUP|y| <5, |fA»h0 (57u)‘ ;8 > na. ( )

Kako desna strana u (2.3.3) ne ovisi od z, to ¢e vaziti

> laa(s)lir(s) < A7,

seN

tj. an € l,.. Sadaza s > ny i cr%(s)|u| < ), na osnovu (2.3.2) i (2.3.4),
imamo:

A L. p 0’(8) % P
()2 fan(o,0] = 10 p0] = 25575 ( Z2)

odakle slijedi

Aas %75 ﬁéug
s hlsh0] < o) + 20070 (20)

_p
gdje je AAOCLA € l,, 1 stavljajuci b = 2%5/\ ? Ay, dobijamo upravo uslov djelo-
vanja za operator I, generisan funkcijom f(s, hu) (Teorem 2.2.2). &

Sada ¢emo dokazati glavni rezultat.

Teorem 2.3.6. Neka operator superpozicije F', generisan funkcijom f(s,u),
djeluje 1z lyy o U lgy+ %92 1y, o uly, . Neka je

1 a l—a 1 a 11—«
=—+ , —=—+ ; (e 0,1]) .
P Do b1 q qo q1

Tada operator F' djeluje iz I, o u lg -
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Dokaz : Prema navedenim uslovima i na osnovu Leme 2.3.4 i Leme 2.3.5,

postoje A >0, 0y > 0i h € I, , takvi da vazi
(v 2 € by (2l <br = |Fhall,, < A)

i pri tome funkcija f(s, hu) generise operator superpozicije F koji djeluje iz
lpo ulyr, tj. vazi

£ (5, h(s)u)| < an(s)+boa(s)ra(s)|ul ; s >na, ov(s)|ul < 0n, an € lyr .
(2.3.5)

Posmatrajmo funkciju

s, (s,u) = sup  max {O, |f(s,tu)] — 2%5/:5/\ (ﬁ) ' \tulz} .
-

1
[t <107 |tu]<64
.1 :
Sada za s > np i o7 (s)|u| < 0, imamo

(s tu)] - 270, " A (%) ta

lgas,(s,u)] < 3111p
[t <1,07 [tu|<dp

< sw (rf<s,tu>| vt A (29) |tu|5>
1 7(s)
[H1<1,0 7 1l <6
, 1
< sup | f(s,tu)| + 2%5XEA (0(8)) sup ||

7(s)
< apn(s)+b (ﬁ) lul 4256, 7 A (ﬁ) lula .

7(s) 7(s

VA

1 1
[t|<1,0P |tu|<ép [t|<1,0P |[tu|<da

[

~— | —r

Stavljajuéi b = b+ 2%5/7/\ dobijamo

|9a6,] < an(s) +0 (%) ul% |

za s > ny i a%(s)|u| < 0a, gdje je ap € l,-, a ovo je upravo uslov djelovanja
operatora G s, : lpo — l;+, generisanog funkcijom gy s, (s, u) (Teorem 2.2.2).
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2.3. L-karakteristika djelovanja operatora superpozicije

Oznacimo sada sa

0 i 8 < ny,

g(s) = 2.3.6
9s) { SUP |k (s)u|<da lgasa (s, h(s)u)| 5 s >mnp, ( )

tada za s > ny, vrijedi

g(s) < sup sup <|f(s, th(s)u)| + 2%51:§A (@) ! |th(s)u|5> .

1 T\S
RSSO |1 <1 o5 tu|<a, ()
Odavde poslije mnozenja tezinskom funkcijom 7 i sumiranja po s € N imamo

> Fs)m(s) <

seN

sup sup (Z |f (s, th(s)u(s))|"7(s) + 26, PAT ) yth<s)u(s>ypa(s)> :

1
IR(SJUI<OA 141 <1 0B |ru)<5y \sEN sEN

iz cega zbog F : l,, — lyr i thu € l,, imamo Y., §%(s)7(s) < oo, tj.
g€ lyr
Na osnovu definicije funkcije g (2.3.6), imamo

9(s) = lgnsa(s; h(s)u)l
o(s)

> Iptetntnol - 260, (2 eh(spult

Stavljajuéi v = thu, iz posljednjih nejednakosti imamo za s > nj i 0%(3)|v| <
6/\7

u@mnsmﬁ+2%ﬁA(§g)ﬂmu

gdje je v € I, ,. Dakle operator F' generisan funkcijom f(s,v) djeluje iz [, ,

Uly,. &
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2.4. Komentari i reference

2.4 Komentari i reference

Svi rezultati izneseni u ovom i narednim poglavljima podrazumijevaju da su
p,q > 1, jer na zalost, za 0 < p < 1 prostori Ly, [, i [,, nisu normirani
prostori. Medjutim, funkcional [z], = > .y |7(s)|Po(s) definise jednu k-
normu na l,, (analogno mozemo posmatrati k-normu na L, i na l,), u kojoj
je on kompletan k-normiran prostor pa se mnogi rezultati navedeni u ovom
radu, npr. osnovni rezultat o djelovanju, Teorem 2.2.2, mogu prenijeti i na
slucaj 0 < p < 1.

Skup ¥(N) prvi je uveo P.P.Zabrejko posmatrajuéi oblast definisanosti
nelinearnih, parcijalno aditivnih operatora na proizvoljnim idealnim pros-
torima. O ovome kao i dokaz Leme 2.1.1 moze se detaljnije vidjeti u [34].

Funkcional razdvajanja H uveden je u [4], gdje je doveden u vezu sa
analiticnoS¢u operatora superpozicije, a odatle su preuzete i Lema 2.1.2 i
Lema 2.1.3.

Lebesgueovi prostori su prvi funkcionalni prostori na kojima je operator
superpozicije sistematski izucavan. Teorem 2.2.1, dovoljne uslove, dao je
M.M.Vajnberg u [29], a M.A Krasosel’skij je u [16] dao neophodne uslove
teorema. Kompletne uslove djelovanja operatora superpozicije u Banachovim
prostorima [, nalazimo u [10] i [11]. Teorem 2.2.2 nam daje uslove djelovanja
operatora superpozicije na [, ,, izrazene preko funkcije koja generiSe operator
i kao Sto se vidi klasa funkcija koje generisu ovakve operatore nije suzena u
odnosu na takvu klasu u Lebesgueovim prostorima.

Lema 2.3.1 i Lemma 2.3.2 su dokazane u [36], dok je Teorem 2.3.3 dat
u [5]. Kao glavni rezultat, ovde je dokazano da kao i za linearne operatore,
L-karakteristika djelovanja nelinearnog operatora superpozicije izmedju [, ,
il,, je konveksan skup, Teorem 2.3.6.

Neophodni i dovoljni uslovi djelovanja, zajedno sa teoremom o konvek-
snosti L-karakteristike djelovanja, daju zaokruzenu pricu o djelovanju nelin-
earnog operatora superpozicije na prostorima [, ,.
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Glava 3

Ogranicenost

3.1 Lokalna ogranic¢enost operatora superpozi-
cije

Definicija 3.1.1. Nelinearni operator F koji preslikava podskup A normira-
nog linearnog prostora X u normiran linearan prostor Y, nazivamo lokalno
ogranicenim na A, ako vrijedi:

lim ||Fz|y <00, zp € A. (3.1.1)
T—x0
Drugacije receno, F' je lokalno ogranicen na skupu A ako je ogranicen u
nekoj okolini proizvoljne tacke xy € A.
Slijedeci teorem daje uslove za lokalnu ograni¢enost nelinearnog operatora
superpozicije koji djeluje izmedju dva idealna prostora

Teorem 3.1.1. Neka su X @'Y idealni prostori i neka je Y skoro perfek-
tan. Neka je f(s,u) sup-mjerljiva funkcija. Pretpostavimo da oblast defin-
isanosti operatora superpozicije F', generisanog funkcijom f(s,u), posmatra-
nog izmedju prostora X i Y ima unutrasnju tacku. Operator F je lokalno
ogranicen u unutrasnjosti D(F') ako i samo ako za proizvoljan s € Qg funkcija
f(s,-) je ogranicena na svakom ogranic¢enom intervalu u R.

U slucaju 4 = 0, na primjer u Lebesgueovim prostorima L,, dati teorem
iskazuje Cinjenicu da lokalna ogranicenost operatora F' na otvorenom skupu
A C X slijedi vec¢ iz ¢injenice djelovanja operatora izmedju L, i Ly, jer je L,
skoro perfektan prostor.
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3.1. Lokalna ogranicenost operatora superpozicije

U slucaju Q. =0i X =1,,1Y =1,,, lokalna ogranicenost nelinearnog
operatora superpozicije F' generisanog funkcijom f(s,u), okarakterisana je
sa

Teorem 3.1.2. Neka su 1l < p,q < oo i neka F' : l,, — l,,. Operator F
je lokalno ogranicen ako i samo ako je funkcija f(s,-) ogranicena za svako

s € N.
Dokaz : (<)

Neka je funkcija f(s,u) ograni¢ena za s € N. Neka je zo € l,, proizvoljan.
Na osnovu uslova djelovanja (Teorem 2.2.2), mogu se naéi § > 0in € N
takvi da za odgovarajuée a € l,, i b > 0 vazi (2.2.3). Oznacimo sa p = 2 i
pokazimo da je operator F' ogranic¢en na lopti B(zo, p).

Zbog ¢injenice da je zg € l,, (tj. (xo(s)o(s))sen je nula-niz), postoji 7 € N
takav da je 7 > n ida je za s > 0, |2¢(s)o(s)| < p. Oznacimo sa

m(s) = sup [f(s,u)l

lu—zo(s)|<p

(supremum postoji jer je f ograni¢ena). Neka je x € B(xz,p) proizvoljan.
Tada za s > 7 imamo ||z — x|, < p i |zo(s)|o(s) < 6. Na osnovu toga
sada je

1Fzllf = D If(s,2(s))]'7(s)

- Sﬁ;ms,x )Ir(s) s;lusx )i (s)

< ém<s>q7<s>+ i (a(s) + bt ()74 ()a(s)1%) " 7(s)
< Zm )97 (s +2Q( —l—bq2|x )Po(s >
< im() ()+2"s:;1a(> 7(s) + 210y,

< Zm( )27 (s) + 2 sila(s)%(s) + 295967 < oo |
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3.2. Globalna ograni¢enost operatora superpozicije

Iz ovoga slijedi da je operator F' ograni¢en na lopti B(zo, p), a kako je g € 1, ,
proizvljno uzet, F' je lokalno ogranicen.

(=)

Za dokaz neophodnosti uslova teoreme, primijetimo da je za svako s € N,
funkcija f(s,u) kompozicija tri funkcije: ulaganja u — uxs}, realne prave u
l,o, operatora F' i sirjekcije y — y(s) prostora [, , u realnu pravu. Kako su
prvo i trece od ovih preslikavanja ogranic¢ena, to zbog lokalne ogranic¢enosti
operatora F je i funkcija f(s,u) lokalno ogranicena. Ostaje da primijetimo
da su lokalna ograni¢enost i ogranicenost za skalarnu funkciju skalarnog ar-
gumenta, ekvivalentni pojmovi. &

Prethodnim teoremom dati su neophodni i dovoljni uslovi za ograni¢enost
operatora superpozicije u okolini proizvoljne tacke. Zahtjev da je nelinearni
operator superpozicije ograni¢en na proizvoljnoj kugli oblasti definisanosti
operatora bitno je drugaciji.

3.2 Globalna ogranicenost operatora super-

pozicije

Kako pokazuje slijedec¢i primjer, moguce je da nelinearni operator superpozi-
cije bude lokalno ogranicen u svakoj tacki domena, ali da ipak nije ogranicen
operator.
Posmatrajmo nelinearni operator superpozicije F', koji je generisan funkci-
jom f(s,u) = u®, koji djeluje na prostoru l;. Nije tesko vidjeti da je operator
F lokalno ogranicen u proizvoljnoj tacki iz l; (dovoljno je posmatrati B,(x),
r < 1). Medjutim na proizvoljnoj kugli B,(z) C l;, (r > 1) ocigledno da F
nije ogranicen.

Zbog ceste potrebe za pokazivanjem ograni¢enosti operatora na nekoj
lopti (ili proizvoljnom drugom skupu), dovode do potrebe za jednostavnim
kriterijumima ogranicenosti. Jedan od takvih, gotovo ocigledan, daje

Teorem 3.2.1. Neka su f i g sup-mjerljive funkcije i neka vazi
(Vs € Q) |f(s,u)] <lg(s,u)] , ueR.

Ako je operator G generisan funkcijom g(s,u) ogranicen na skupu A C D(G)
tada je i operator F' generisan funkcijom f(s,u) ogranicen na skupu A.
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3.2. Globalna ograni¢enost operatora superpozicije

Ovaj teorem je od posebne koristi kada je funkcija g bitno jednostavnija
od funkcije f.

Definisimo sada funkciju koja ima vaznu ulogu pri opsivanju mnogih os-
obina nelinearnog operatora F'. Za proizvoljan skup A, podskup normiranog
prostora X, posmatrajmo funkciju

u(F; A) = sug |Fx| . (3.2.1)
re

Ocigledno je da je data funkcija kona¢na ako je F' ogranicen operator na A.
Specijalno, ako uzmemo da je A = B,.(X), tada je

p(F; By) = pp(r) = sup ||Fxl

llzll<r

i ova se forma naziva funkcija rasta operatora I’ na prostoru X. Funkcija
pr bi mogla biti prirodni analogon norme linearnog operatora (jer ako je
F' linearan operator onda je pp(r) = ||F||r). Ova funkcija daje precizan
opis rasta operatora superpozicije F' na proizvoljnoj kugli u X, i direktno je
vezana za mnoge vazne osobine operatora superpozicije, kao sto su neprekid-
nost, diferencijabilnost, analiti¢nost i slicno.

Cesto je zgodno uz funkciju pup(r) razmatrati i funkciju

vp(r) = inf {Hqu +bra |f(s,u)] <als)+ b\uﬁ , ul < r} . (3.2.2)

koja takodje moze dati neke informacije o operatoru F'. Slijede¢im teoremom
dati su neophodni i dovoljni uslovi ograni¢enosti operatora superpozicije na
Banachovim prostorima nizova.

Teorem 3.2.2. Operator superpozicije F' generisan funkcijom f(s,u) koji
djeluje iz 1, v l, je ogranicen ako i samo ako za svako r > 0 postoje a, € [, 1
b > 0 takvi da vazi

[£(s,0)] < ar(s) +bylul 7,

za lu| < r. Pri tome vaZi procjena
1
pr(r) < vilr) < POl + (25 +1) pr(r) - (32.3)

Za slucaj tezinskih Banachovih prostora nizova imamo
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3.2. Globalna ograni¢enost operatora superpozicije

Teorem 3.2.3. Neka operator superpozicije F', generisan funkcijom f(s,u),
djeluge 1z 1y, u ly-. Operator F' je ogranicen na ogranicenom skupu ako 1
samo ako za svako r > 0 postoje a, € I i b, > 0 takvi da vazi

[f(s,w)]" < ar(s) + byo(s)7 (s)|ul” (3.24)
za sve (s,u) € N X R za koje je o(s)|ulP < rP.

Dokaz : (<)

Neka vazi
(Vr > 0)(3a, € l1.,)(3b, > 0) |f(s,u)] < a(s) + ba(s)T(s)|ul”,

uz uslov da o(s)|ulP < rP.
Neka je € l,,, proizvoljan takav da je ||z||;,, < r, za proizvoljno unaprijed
izabrano r > 0. Tada vazi

RIS WIS
< §%(mx$|+bﬂw@f—%$mxﬁv)7@>
S )+ b ()Pl
o, +bllall2

lp,o

< Ml +bir® < oo

Kako je desna strana konacna, i ne ovisi od x, zakljucujemo da je operator
F' ogranicen.

(=)

Neka je sada I ogranicen operator iz [, , u [y ;.

Za proizvoljan r > 0 definiSimo pomoé¢nu funkciju

a,(s,u) = max{0, | f(s,u)|" — | f(s,0)| = 2r P (s)7~" (s)pp(r)u(s)[} -
(3.2.5)

Za dato z € l,,,, uz uslov o(s)|z(s)|? < rP, oznac¢imo sa
D(z) ={s e N: A.z(s) >0},

gdje je A, operator superpozicije generisan funkcijom (3.2.5).
Oznacimo sa & = Pp(yyz. Onda se 7, na osnovu Lemme 2.1.5, moZze napisati
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3.2. Globalna ograni¢enost operatora superpozicije

kao suma od najvise m = [2r_p]|:c||fw], disjunktnih funkcija zq, 2o, ..., T,
takvih da je [|z;]];,, <7
Kako je a,(s,0) = 0, imamo

Az, = Y 1Aa(s)lr(s)

seN
= 3 (s, als) (o)
seN
= Z CLT(S,I(S))T<S)
sED(z)
- 35 3 tnrtos
j=1 seD(z
< > Zlfsxg )[97(s) Z’fs()'qT
j=1 LseD(z s€D(x
—2r Puf, Z |z;(s)[Po(s ]
seD(x)
< 3 Y e - 20> Y 5l
Jj=1 seD(x) J=1 seD(x)
< mpp(r) = 2r P (r)|[Ppeylli,
< (2r7lfally, + 1) uhlr) = 2 P ()2,

= pp(r).

Dakle za proizvoljan r > 0 i x € [,, sa svojstvom da je o(s)|z(s)[P < rP,
vazi 3 e pipy Are(s)7(s) < pur(r)? odnosno

> oo la)re) )

seD(z

Prema Lemi 1.3.6, postoji @,(s) € [, tako da je a,(s,z(s)) < @, (s) i da je
@]y < pip(r).
Osim toga, na skupu D(z) vazi

ar(s,2(s)) = |f(s,2(s))|* = | (5,0)" = 2r Po(s)7™" (s)pip(r) ]z ()P < @(s) -
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3.3. L-karakteristika ogranicenosti operatora superpozicije

Odavde slijedi

[f(s.2()|" < £ (s, 0| +@r(s) + 2r Po(s)7 () (r) |2 (s)]” -

sto predstavlja (3.2.4), ¢ime je dokaz zavrSen. &

3.3 L-karakteristika ogranicenosti operatora
superpozicije

Kao i kod osobine djelovanja, tako i za osobinu ogranic¢enosti nelinearnog op-
eratora superpozicije, od interesa je posmatrati odgovarajucu L-karakteristiku,
tj. L-karakteirstiku ogranic¢enosti L(F';bound.). Ovdje ¢emo pokazati da je
i (£;bound.) konveksan skup. Najprije dokazimo tvrdnju

Lema 3.3.1. Neka funkcija f(s,u) generise operator superpozicije F' i neka
(lpoos lgor)s (Lpyoslgy.r) € L(F;bound.). Tada za proizvoljno r > 0 postoje
A(r) >0 h, € 1, , takvi da vazi

(V2 €lp) (2, <7 = [Fhal, <A,

gdje je
1 l—a 1 1
=2 st ae ). (3.3.1)
b Do h q qo q1

Dokaz : Neka je r > 0 proizvoljan. Iz uslova ogranicenosti operatora F

koji djeluje iz lp, » U lg, » 11z 1, » U Iy, -, imamo:

cL)EH >0 |fswe <a(s)+ 0 Dm . 332

7(s)

ChEH 20 el <@+ BT (333)
(s

za (s,u) € Nx R, o(s)|ulPt <rPi (i =0,1). Izaberimo h, € [, , takav da

je HhrHlpoo <r. Iz ]lj = & 4 129 dlijedi py = —22L— odakle je ocigledno

(3 a?

r

(3 a

T

Do P1 p1—(1—a)p’

42



3.3. L-karakteristika ogranicenosti operatora superpozicije

Py < p . Kako h, € l,,,, iz posljednjeg imamo h, € [ r»; . Dalje, kako je
p1—P

[ rp = lp,g/lphg, to je onda za svako x € I, ,, h,x € [, ,. Tim prije ¢e biti za
pP1—pP

svako © € Uy, hex € 1y o (Jer lpy Clp o zap < py ).
Neka je sada @ € [, takav da [|zf|, <. 1z (3.3.2) i (3.3.3) imamo

F(s, )| < {a2<s> +b£"—ru\m] " (3.3.4)
T

F(s,u)| 0 < [ai<s> n bi%w] " (3.35)

gdjesua’ €ly,, 0. >010(s)|u
(3.3.4) 1 (3.3.5) dobijamo

Pi < rPi (7 =0,1). Mnozenjem nejednakosti

(1—a)q

|f(s,u)|qg[@MQ%WV%]%[@Mﬁ%@@] T (3.36)

za one (s,u) € N x R za koje je o(s)|ulP® <P (i =0,1). Kako h,z € I, »
to je o(s)|h,z|[P* < rP'| te nejednakost 3.3.6 mozemo primjeniti i na h,z, tj.

o(s) w]® [0 iols) am]
()|h<><s>r} [ 0 ()

Izvrsimo sada mnozenje sa tezinskom funkcijom 7(s) i sumiranje po s € N |
dobijamo

D1 (s he(s)a(s))or(s) <

(I1—a)q

|f(s, he(s)x(s))]? < [ 10

< ST [s)7(5) + Wk (8)2() [P0 (s)] B [ad()7(s) + Bl (s)(s) P o(s)]

ag
0

VAN
|
vl
m
Z

> (a)(s)7(s) + b?lhr(S)x(S)l”°0(S))]

(1-a)g
- [Z (al(s)7(s) + bi|hr<s>x<s>|ma<s>)] 1
seN
(1;04)!1
< [l + el ] el + o el ]
aq (1-a)q
o (e (R
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3.3. L-karakteristika ogranicenosti operatora superpozicije

Dakle vrijedi

(Z /(s hr<s>x<s)>|q7<s>> L AM)

seN

gdje smo uzeli

(I—o)q

AG) = (a2l +8)® (al], +viem)

Prema tome, za proizvoljno r > 0 postoje h, € l,, , 1 A(r) > 0 takvi da ¢im
je llzfl,,, < ondaje [[Fhxf, < Ar). &

Da bi dokazali da L(F'; bound.) ima svojstvo konveksnosti, trebat ¢e nam
i slijedece tvrdjenje

Lema 3.3.2. Neka je operator superpozicije F' generisan funkcijom f(s,u) i
neka (Lpy.oslgyr)s (bpyoslgr) € L(F;bound.). Tada postoji funkcija h € 1y, »
takva da funkcija f(s, hu) generise ogranicen operator superpozicije iz l,, u
lgr, gdje je
1 a l—a 1 o 11—«

+

=— , m=— Laef0,1].
P Do b1 q qo0 q1

Dokaz : Neka je » > 0 proizvoljno. Prema Lemi 3.3.1 tada postoji h, €
lpo.o 1 A7) > 0 takvi da vazi

(v 2 €lpo) (lall,, <7 = |Fhal, <AM) .
Neka je sada A < A(r) proizvoljan. Oznacimo sa

fan(s;u) = max {0, |f(s, hTu)yi —2ur A (U(S))q \u|§} . (3.3.7)

A(r) 7(s)
Za x € ly,, takav da je ||z, < r oznatimo

=4S : s s)x(s L— ara @535%
D(m)—{ €N ¢ Ifhn(o)alo)l g - 2 (Z) e >o}
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3.3. L-karakteristika ogranicenosti operatora superpozicije

i neka je T = Pp(yz. Koriste¢i Lemu 2.1.5, Z mozemo razloziti u sumu
disjunktnih funkcija 21, 20,..., 2 (||2]] <7, 7 =1,2,...,m), gdje je m <
2rP ||x||1ZW + 1. Sada zbog osobine skupa D(x) i (3.3.7), imamo

S s,z ) T(s) = > |fan (s.5(s))]7(s)

seN seD(x)

PN DT

seD(z)

= ZZU‘AW@ o (s)

s€D(x

= Z > |fan (s z(s)lr(s)

j=1 seD(x)
1 q
A 1 _p agls q P
. Z £ (5. n(s)2 ()| — 200 54 ( Z0) )| (e
A(r) 7(s)
j=1 seD(z
< (9)]97(s) — 2rPAT Y Z|zj )Po(s)
j=1 seD(z s€D(z) j
< Afm — 2r PA1? Z |Z(s)[Po(s)
se€D(x)
< A7

Dakle, dobili smo nejednakost
||fA,hr('7 PD(x)x)”lqﬂ_ é A )
tj. zaw € lyo i ||zl <, vazi
> fan (s, x(s))|7m(s) < A7 (3.3.8)
se€D(x)
Oznacimo sada sa

i sé¢ D(x),
CLA(S)_{ sup ’ il

|fan (s,2)| 5 s € D(x). (3.3.9)

1
o P (s)|ul<r
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3.3. L-karakteristika ogranicenosti operatora superpozicije

Zbog neovisnosti desne strane u (3.3.8) o skupu D(x), bit ée
Z lax(s)]97(s) < AT,
seD(x)

odakle je jasno ap € [l .. Sada je na osnovu (3.3.7) i (3.3.9)

ax(s) 2 fam(5,0) = | F(s, by (s)u(s))] — 280 5A (@) u(s)]}

( )

1 1
za sve one (s,u) € N x R, sa osobinom da je o(s)|u|? < rr. Iz posljednjeg
razmatranja imamo

Alr) T A(r @ %ug
s nteyute] < S an(s) + 26 a) (220) 1t

apy i b, = 2%7’_51\(1”), jasno je

A(r)

za oP(s)|u| < r. Uvedemo li oznake a, = =~

da a, € l;- 1 b, > 0, 1 da je pri tome

o(s)
7(s)
za proizvoljno r > 0, Sto predstavlja uslov ogranic¢enosti nelinearnog opera-
tora superpozicije generisanog funkcijom f(s, h,u), koji djeluje izmedju [, , i
lyr (Teorem 3.2.2). &

F (s, )] < ar(s) +5, ( ) uff | oP(s)u < |

Dokazimo sada glavni rezultat, dat sa
Teorem 3.3.3. L(F;bound.) je konveksan podskup od L(F;act.).
Dokaz : Neka su (lyg.05lgo.r) 1 (Ipy.os lgy~) € L(F;bound.) i neka je r € R

proizvoljan. Za proizvoljno « € [0, 1] neka su

1 a l—a 1 «Q 11—«
__+ e

Y

P P M 4 @®© @

Prema Lemi 3.3.1, postoje h € l,,, 1 A(r) > 0, takvi da za proizvoljan
T € lpo, ¢im je ||z, =< rondaje |Fhzl, < A(r). Za takvo proizvoljno r
definisimo funkciju

fr(s,u) = supmax {0, | £ (s tu)| = |f (s, 0)] = 207 FA()o ()74 (s)|tul |

[t[<1
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3.3. L-karakteristika ogranicenosti operatora superpozicije

i za proizvoljno x € b, ||lzf|, =<7, stavimo

P

D(@) = {s € N: |f(s.h()2()] > |f(5,0)| + 207 FA () (s)7 4 (s)|A(s)a(s)[ |

Tada prema Lemi 3.3.2 funkcija f, generiSe operator superpozicije A, koji je
ogranicen iz [, , u ly,, 1 pri tome je

D 1Fe(s h(s)x(s)|'(s) < A(r) , o(s)[h(s)z(s)]P <7 .

Oznacimo sada sa

“(s) { 0 ;s ¢ D),

s = SUD|h(syul<r | fr(8, R(s)u)| 5 s € D(x).

Tada je

ay(s) > fp(s, h(s)u)
—  sup max {o, (s, th(s)u)| — | f(5,0)] — 2ir 8 A(r)oi (s)7 s (s)|th(s)u|%}

t]<1

P

= | f(5,0)] = |£(5,0)] = 27" 5 A(r)os (s)r 75 (s)]o(s)]7

gdje je |v(s)| = |h(s)tu| < r. Ako sada ozna¢imo sa

> [ f(s, h(s)tu)| — [ f(5,0)] = 2575 A(r)os (s)7 77 (s) (s tuls

ap(s) = [ f(5,0)] +aZ(s) , b =257 5A(r)
dobijamo
|f(s,0(s))] < ar(s) + er%(S)T_%(S)M% , o(s)uP <P

Sto je uslov ograniCenosti nelinearnog operatora superpozicije F' (Teorem
3.2.2) koji djeluje iz l,, w lyr, tj. (lposlgr) € L(F;bound.). &

Teorem 3.3.3 omogucava nam posmatrati funkciju rasta pp(r;p,q), za
fiksirano r > 0, kao funkciju koja je definisana i ograni¢ena na konveksnom
podskupu L(F;bound.) konveksnog skupa L(F;act.). Naime, sada smo u
mogucnosti dokazati slijedeci rezultat.
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3.3. L-karakteristika ogranicenosti operatora superpozicije

Teorem 3.3.4. Funkcija rasta pp(r;p,q) je logaritamski konveksna funkcija
na konveksnom skupu C = (0,+00) x L(F;bound.), tj. za proizvoljne rq,
r1>04ia€(0,1), vrijedi

pr(r;p,q) < Cup *(ro; po, o) (ri; p, @), (1 <y~ r) . (3.3.10)

Takodje vrijedi

ve(r;p, q) < Cvp *(ro;po, @)Ve(risp, @) , (r<ry ®ry),  (3.3.11)

gdje je vp(r;p,q) definisana sa (3.2.2), p i q definisani sa (3.3.1) i C' > 1
realna konstanta.

Dokaz : Da bi pokazali da je funkcija konveksna na konveksnom skupu

C, gdje je definisana, dovoljno je pokazati njenu konveksnost na proizvoljnom
segmentu sadrzanom u skupu C. Neka su (p;,q;) € L(F;bound.) (i = 0,1)
proizvoljni. Za bilo koje r; > 0 postoje a,, € ly, - 1 b, > 0 takvi da vrijedi
(3.2.4) za sve (s,u) € N x R za koje je o(s)|ulP < ¥, (i =0,1). Lahko se
pokazuje da vrijedi slijede¢a nejednakost

I1£(s,u)|? < 2¢ (agg(s) =+ bgg%m‘po)qqo (agi(s) + bgi%’ﬂpl)qql )
(3.3.12)

za sve (s,u) € N x R za koje je o(s)[ul? <77, gdjejer <rj™*r{, 0 < a < 1.
Neka su sada zg € B,(lp0) 1 1 € B.(l,0), tada je |xo|'~*x1|* € B.(l,,)
za proizvoljno p definisano sa (3.3.1). Sta vise, za y € B,(l,,) mozemo

11—« a
pisati y = ¥ 7o 4’71 i pri tome je zo = yr0 € Bi(lpew) C lpyo 1 21 = Y €

B (ly,.0) C Ly o, gdje je 7 < 757%r%. Sada iz nejednakosti (3.3.12) imamo
procjenu

Po 11—« 1\ &
||Fy||lws2(||am||lq0,f+bmrgo) (||am||lql,+bﬁrfl)  (3313)

1 1

gdje su rg = r’ya(%_ﬁ), ri =1yl avy = infynyo(s). Oznacimo sa r* =
7577, tada je r < r*. Iz nejednakosti (3.3.13), koristeéi definiciju funkcije

rasta (3.2.1) i uslov (3.2.3), imamo

pr(r*sp,q) < 29up(ro;po, @) “pr(risp, ) , 0<a<1l. (3.3.14)
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3.4. Jos o ogranicenosti

Iz c¢injenice da je funkcija rasta neopadajuca funkcija, proizilazi tvrdjenje
(3.3.10).
Tvrdjenje (3.3.11) proizilazi iz (3.3.14) i uslova (3.2.3). &

Kao posljedicu prethodnog teorema imamo da su funkcije pp i vp neprekidne
funkcije na proizvoljnom otvorenom skupu sadrzanom u C. Sta vise, moglo
bi se pokazati da funkcije pup i v imaju jos dobrih osobina, koje proizilaze
iz dokazane konveksnosti.

3.4 Jos o ogranicenosti

U izucavanju idealnih prostora, pored izucavanja ogranic¢enosti skupova po
normi (N-ogranic¢enost), korisno je posmatrati skupove ogranic¢ene i u nekom
drugom smislu. Tako mozemo uvesti

Definicija 3.4.1. Skup N C X nazivamo U-ogranicenim, ako postoji funkcija
ug € X takva da je
(Ve e X) |z| <wup -

Ovakvu ogranic¢enost nazivamo ograni¢enost u odnosu na uredjenje u X.
Takodje mozemo posmatrati i slijede¢u vrstu ogranicenosti:

Definicija 3.4.2. Skup N C X nazivamo V-ograni¢enim ako za svako ¢ > 0
postoji funkcija u. € X takva da je

|Povpz| <u. N ||Ppr||x <€,
gdje je D podskup od € koji zavisi od z.
Pored ovih, od interesa je i slijeded¢i tip ograni¢enost:

Definicija 3.4.3. Skup N C X nazivamo W-ograni¢enim ako za proizvoljno
€ > 0 postoji U-ograni¢ena e-mreza za skup V.

Sve tri uvedene ogranic¢enosti igraju vaznu ulogu u ispitivanju nelinearnih
sistema, i integralnih jednacina.

Nije tesko pokazati da je svaki U-ogranicen skup i V-ogranicen, da je
svaki V-ogranicen W-ogranicen i na kraju, da je svaki W-ogranicen skup
N-ograni¢en (tj. ograni¢en po normi).

Karakterizacija V-ogranicenosti data je slijede¢im teoremom
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3.4. Jos o ogranicenosti

Teorem 3.4.1. Neka je X idealan prostor. Skup N C X je V-ogranicen
tada 1 samo tada ako je ispunjen jedan od ekvivalentnih uslova

a) Postoji pozitivna funkcija ug € X za koju je

lim sup ||z — Po\p@uen)®||x =0
h—00 e N

gdje je
D(z,ug, h) = {s € Q] |z(s)| > hug(s)}, h e RT . (3.4.1)

b) Postoji pozitivna funkcija ug € X i funkcija ®(u) koja zadovoljava uslov

za koje vazi

< o0
X

a = sup
zeEN

() 0

Karakterizacija W-ogranicenosti data je sa

Teorem 3.4.2. Neka je X idealan prostor. Skup N C X je W-ogranicen
tada 1 samo tada ako postoji pozitivna funkcija ug € X za koju je

lim sup || — min{|z|, huo}sgnz||x =0
h—oo zeN
U pimjenama teorije o nepokretnoj tacki bitna dobra osobina skupa je
apsolutna ogranicenost.

Definicija 3.4.4. Skup N C X nazivamo apsolutno ogranicenim ako ele-
menti skupa N imaju uniformno apsolutno neprekidnu normu, tj.

lim sup||Ppz||x =0 .
A(D)—0 zeN
Jasno je da apsolutna ogranicenost skupa povla¢i N-ogranicenost tog
skupa. Medjutim, u proizvoljnom beskonacno-dimenzionalnom Banachovom
prostoru jedini¢na sfera jeste ogranicena po normi, ali nije apsolutno ograni¢en
skup, Sto pokazuje primjer jedini¢ne sfere u [, prostoru, gdje za skup E =
{en] n € N} ((en)nen vektori standardne baze u [,) o¢igledno vrijedi

li P =1
o 2 Pl
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3.4. Jos o ogranicenosti

Dakle obrat ne vrijedi.

U regularnim prostorima, koncept W -ogranic¢enosti i apsolutne ograni¢enosti
se poklapaju. Zaista, neka je N C X, X regularan prostor, W-ogranicen i
neka je € > 0 proizvoljan i x € N fiksiran. Tada postoji u. € X tako da je

9
o -zl < 5

gdje je z. = min{|z(s)|, u-(s)}sgnz, pa je prema tome

g
|Ppx|| < ||Ppucl|| + 5

Kako je X regularan, imamo da je || Ppu.|| < §, ¢im je A(D) dovoljno maleno,
pa je dakle za dovoljno maleno \(D), ||Ppz|| < ¢, uniformno po = € N, tj.
N je apsolutno ogranicen skup.

Obrnuto, neka je N apsolutno ogranicen skup i neka je wugy pozitivna
funkcija u X. Zbog ogranic¢enosti skupa N vazi

lim sup Ms € Q| |z(s)| > hup(s)} =0 . (3.4.2)

h—o0 zeN

Za dato ¢ > 0 mozemo odrediti § > 0, takav da je ||Ppz|| < e, za svako
x € NiAD) <. 1z (3.4.2) imamo da skup {s € Q| |z(s)| > houg(s)} ima
A-mjeru manju od ¢ ¢im je hy dovoljno veliko. Ovo nam daje da je skup

N, ={z € X| |z| < houp} ,

U-ogranicena e-mreza za N u X, pa je zbog proizvoljnosti € > 0, skup N
W-ogranicen, §to je i trebalo dokazati.

Slijedeca teorema daje neophodne i dovoljne uslove W-ogranic¢enosti skupa
na regularnom dijelu idealnog prostora, a prema upravo pokazanom to ¢e biti
neophodni i dovoljni uslovi za apsolutnu ograni¢enost skupa na regularnom
prostoru.

Teorem 3.4.3. Neka je X idealan prostor. Skup N C X° je W-ogranicen
ako 1 samo ako je zadovoljen jedan od ekvivalentnih uslova:

a) Za svaku pozitivnu funkciju ug € X°, za koju je supp N C supp ug,
vazi jednakost

lim sup ||z — Po\p(@uen)®||x =0 . (3.4.3)

h—o0 zEN
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3.4. Jos o ogranicenosti

b) Za svaku pozitivnu funkciju ug € X°, za koju je supp N C supp uq,
vazi jednakost

hlim sup ||z — min{|z|, hug }sgnz||x =0 . (3.4.4)
X0 zeN

c¢) Za svaku pozitivnu funkciju ug € X°, za koju je supp N C supp ug,

postoji monotono rastuca funkcija ® za koju je lim, # = 00, 1
vazi:
x(s
a = sup <I><| ()l)uo(s) <00
zeEN uO(S) X

gdje je D(z,ug,h) dato sa (3.4.1).

Dokaz : Neka je skup N C X apsolutno ogranicen i ug € X° proizvoljna

pozitivna funkcija sa osobinom supp N C supp ug. Neka je € > 0 proizvoljan
i neka je § > 0 takav da za A\(D) < 0, vazi ||Ppz||x < &, za proizvoljno
r € N (N je apsolutno ogranicen tj. limyp)—osup,cy ||Ppz||x = 0). Kako
je N kao apsolutno ogranic¢en, ogranicen i po normi, a zbog karakterizacije
ogranicenog skupa tj.

N ogranicen < limyp)—osupyeny A(D(x,uo, h)) =0,

postoji hy takav da je A(D((x,ug, ho)) < 0 za proizvoljno x € N. Tada za
h > hy imamo

HZB - PQ\D(%UOJL):CHX < Hx - PQ\D(%Uo,ho)mHX - HPD(%uo,ho)xHX <&,

pa zbog proizvoljnosti ¢ > 0 slijedi jednakost (3.4.3), tj. vazi uslov a) teo-
rema.
Kako je za proizvoljno h € R,

||z = min|z|, huo}sgnz||x < ||z = Poyp@uomllx

to apsolutna ogranicenost skupa N povlaéi jednakost (3.4.4) tj uslov b). Na
osnovu Teorema 3.4.1 uslovi a) i ¢) su ekvivalentni pa apsolutna ogranicenost
povlagi i uslov ¢). Pokazimo sada da uslov b) povlaé¢i apsolutnu ogranicenost
skupa N. Dakle, neka je ¢ > 0 proizvoljan i neka je uy € X° pozitivna
funkcija takva da supp N C supp up i neka vazi jednakost (3.4.3). Neka je
ho takav da je za x € N

: €
||z — min{|x|, houo }sgnzx||x < 5
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3.4. Jos o ogranicenosti

Neka je dalje 0 > 0 takav da je A(D) <0 i ||Ppuo||x < 57-. Sada za h > hyg

|| Ppx|x || Pp(x — min{|z, houo|}sgnz)||x + || Pp(min{|x|, houo}sgnz)||x
|| Pp(z — min{|z|, hug }sgnz)||x + || Pp(min{|x|, houo }sgnx)|| x

||z — min{|z[, huo }sgnz||x + hol||Ppuo|| x

VAN VAN VAN VAN

€ .
Zbog proizvoljnosti € > 01z € N, slijedi

lim sup||Ppz|[x =0 ,
A(D)—=0 zeN

tj. N je apsolutno ogranic¢en skup. o

Jasno je sada na osnovu Teorema 3.4.1, Teorema 3.4.2 i Teorema 3.4.3
da u regularnim prostorima pojmovi V-ogranicenosti, W-ograni¢enosti i ap-
solutne ogranicenosti su ekvivalentni. Kako je u uvodnom dijelu pokazano
da su [,, prostori regularni, mi ¢emo se u daljem baviti samo apsolutnom
ogranicenoscu.

Definicija 3.4.5. Nelinearan operator F' : X — Y nazivamo apsolutno
ogranicenim na X, ako F' proizvoljan ogranicen skup iz X preslikava u ap-
solutno ogranicen skup u Y.

Uslov ¢) iz Teoreme 3.4.3 kao direktnu posljedicu Teorema 2.2.2 daje:

Teorem 3.4.4. Neka je F' nelinearan operator superpozicije generisan funkci-
jom f(s,u), posmatran izmedju l, , i l,,, ogranicen na skupu A C l,,. Da
bi FA Cl,; bio apsolutno ogranicen, neophodno je i dovoljno da je operator
F’, generisan funkcijom

Fsun(s)) = unfs)e (0

uo(s)

ogranicen na skupu A, gdje je uy proizvoljna pozitivna funkcija iz l,, i ®

monotono rastuc¢a na [0, +00) funkcija koja zadovoljava uslov lim,, % =

Q.

Opstiji teorem koji daje neophodne i dovoljne uslove za apsolutnu ogranicenost
operatora superpozicije na prostorima [, ., dat je sa,
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3.4. Jos o ogranicenosti

Teorem 3.4.5. Neka F : l,, — l,r, 1 < p,q < +o00. Tada su slijedeca
turdjenja ekvivalentna:

(a) F je apsolutno ogranicen.
b) (Vr > 0)(dP,, monotono rastucéa na |0, 4+00))( limy,_ o 2 = 4o A
(b) ( +oo

D, oo [lto®@r (L5210 || < 00).

(c) (Vr > 0)(Ve > 0)(Fa. € Li)|f(s,u)]? < ac(s) + elu(s)[Pa(s)T7(s),
o(s)|ulP < rp.
Dokaz : Na osnovu Teorema 3.4.3 | direktno slijedi (a) = (b).
Neka sada vazi (b). To znaci da je operator F, generisan funkcijom

Uo

f(s,u) = ug® (

ogranicen, a to opet prema Teoremi 3.2.3 znaci da za svako r > 0, postoje
a, € li 71 b, >0 takvi da je

m@@Cﬁ%%”U < ar(s) + bo ()7 () u(s)]P
(s)

za sve s € N za koje je a(s)|u(s)|P < rP. Za dato £ > 0 izaberimo w = w(¢)
takav da za t > w vazi

1
O,(t) > bicat .
Ovo imamo jer ¢, monotono raste i lim,,_,,, —=—
Sada, ako je % > w imamo

o) 4, el
@( e )Zm& |

Iz ovoga sada slijedi

(s, u(s))?

IN

bl (\f(s uls ))!) 1o (5)

by te(ar(s) + bro(s)7 ™" (s)[u(s)I”)
b, tear(s) + ea(s)T (s)|u(s) ") -

IA A
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3.5. Komentari i reference

Oznaéimo sa a.(s) = b 'ea,(s). Jasno da a. € l;,, i pri tome vazi
€ 7 (3 3T

[f(s,u()|? < ac(s) +eo(s)m (s)|u(s)I” -

Sa druge strane, ako je %%Sm < w, onda je

[f (s, u(s))]" < wiug(s) -

Dakle u oba slucaja vrijedi (c), tj. pokazali smo da (b) = (¢). Da (¢) = (a)
jasno je, jer je [, . regularan prostor, tj. vazi lim, . ||P,Fz| =0. &

3.5 Komentari i reference

Teorem 3.1.1 dao je P.P. Zabrejko u [30] za slucaj Qy = 0. Teorem 3.1.2 je
ekvivalentan teoremi za lokalnu ogranicenost u [, prostorima koja je dokazana
u [10].

Funkcija rasta (3.2.1) igra fundamentalnu ulogu u ispitivanju mnogih os-
obina nelinearnih operatora, a narocito u ispitivanju osobine ogranic¢enosti.
Detaljnije o funkciji rasta moze se vidjeti u [6], gdje je pokazano da je moguée
njeno eksplicitno izracunavanje u Lebesgueovim prostorima.

Uslovi o ogranic¢enosti operatora superpozicije na Lebesgueovim pros-
torima dobijaju se direktno iz teorema o ograni¢enosti u idealnim prostorima,
a Teorem 3.2.2 je preuzet iz [10].

Teorem 3.3.3 i Teorem 3.3.4 su originalni rezultati ovog rada.

U-ogranicenost, V-ogranicenost i W-ogranicenost su detaljno ispitivane
u vezi nelinearnih operatorskih jednacina u [30] a takodje i u [19], dok su
karakterizacije V-ograni¢enosti (Teorem 3.4.1) i W-ogranicenosti (Teorem
3.4.2), kao i Teorem 3.4.3 date u [33].

Vaznost apsolutne ogranic¢enosti operatora superpozicije se ogleda u tome
da u primjenama, npr. u rjeSavanju nelinearnih sistema Hammersteinovog
tipa x = K Fx, gdje je K linearan operator, a F' nelinearni operator super-
pozicije, ako K preslikava apsolutno ogranicen skup u relativno kompaktan
skup, moguce je primjeniti klasi¢ni Schauderov princip fiksne tacke. Teorem
3.4.5 je dobiven kao posljedica klasi¢nog kriterija De la Vallée-Poussina za
apsolutnu ogranic¢enost.
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Glava 4

Neprekidnost i uniformna
neprekidnost

4.1 Neprekidnost operatora superpozicije

Neprekidnost, kao vaznija osobina proizvoljnog preslikavanja, bila je pred-
metom izucavanja i za operator superpozicije na raznim prostorima funkcija
u samim pocecima izucavanja ovog nelinearnog operatora. Generalni rezul-
tat za neprekidnost operatora superpozicije na prostoru S (skup skoro svuda
konaé¢nih p-mjerljivih funkcija, uveden u 1.1), iskazan je sa

Teorem 4.1.1. Neka je f sup-mjerljiva funkcija. Operator superpozicije I,
generisan funkcijom f je neprekidan u prostoru S ako i samo ako je funkcija
[ sup-ekvivalentna nekoj Caratheodoryjevoj funkciji.

Sredinom proslog vijeka dati su generalni uslovi neprekidnosti operatora
superpozicije na proizvoljnom idealnom prostoru.
Neka je X idealan prostor. Oznacimo sa

d(s) =sup{|z(s)|: z€ B1(X)} .
Za proizvoljan otvoren skup D C X, definiSimo

5(D) = [ J{(s,u) e QxR |u—mo(s)| <rd(s)}
(SC(),T)
gdje uniju uzimamo po svim (xg,r) € D x (0, 00), tako da B(zg,r) lezi u D.

Jasno je da 0(D) sadrzi grafove svih funkcija iz D. Vaznost ovako uvedenog
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4.1. Neprekidnost operatora superpozicije

skupa je u tome sto postoji jaka povezanost izmedju ponasanja operatora F
na skupu D i ponasanja funkcije f koja ga generise, na skupu §(D). Ta veza
iskazana je sa

Teorem 4.1.2. Neka je f sup-mjerljiva funkcija i neka je unutrasnjost D
domena definisanosti D(F') operatora superpozcije F, generisanog funkci-
jom f i posmatranog izmedju idealnih prostora X 1Y, neprazan. Tada,
ako je operator F neprekidan na D, funkcija [ je sup-ekvivalentna nekoj
Caratheodoryjevoj funkciji na 6(D). Obratno, ako je f sup-ekvivalentna nekoj
Caratheodoryjevoj funkciji na 0(D) i ako je prostor Y regularan, operator F
je neprekidan na D.

Na Lebesgueovim prostorima uslov za neprekidnost operatora superpozi-
cije poprimaju nesto jednostavniji oblik, naime vrijedi,

Teorem 4.1.3. Neka je f sup-mjerljiva funkcija, © neka operator F' generisan
tom funkcijom, djeluje iz L, u L,. Operator F' je neprekidan ako i samo ako
je funkcija f sup-ekvivalentna nekoj Caratheodoryjevoj funkciji.

Sada ¢emo vidjeti da uslov neprekidnosti operatora superpozicije na pros-
torima [, ,, Sto i nije za ocekivati, ima jo$ jednostavniju formu u odnosu na
Lebesgueove prostore,

Teorem 4.1.4. Neka su 1 < p,q < oo i neka je F' operator superpozi-
cije generisan funkcijom f(s,u), koji preslikava l,, u l,,. Operator F je
neprekidan ako i samo ako je funkcija f(s,-) neprekidna za svako s € N.

Dokaz : (<)

Neka je f(s,u) neprekidna i neka je zq € [,, proizvoljan. Neka je ¢ > 0
proizvoljan i neka su n. i d. takvi da za odgovarajuée a., ||a.|| <eib. >0,
iz, uslova djelovanja (Teorem 2.2.2), vazi nejednakost

£ (5,u(s))] < ac(s) + beos ()77 () uls)]

Ozna¢imo sa 1 = %5

1Paoll,. <7< (£)

neka je sada x € B(xg,n) proizvoljan, i neka je s > n. Kako je ||z — zo|| <7
onda je |z(s)| < d.. Zbog toga onda imamo

P
q

: a%(s)|u| <0 S>> .

i izaberima n € N takav da je n > n. i da vazi
r
q

£ (s, 20(s))| < ac(s) + boos ()7~
£ (5,2(5))] < acls) + boos (s)7~

Qe
—~
VA
S~—
8
=)
—~
Va)
S~—

CY SN

Q|
—~
V)
N—
8
—~
Va)
S~—
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4.2. Uniformna neprekidnost operatora superpozicije

Sada vazi:

[P — Faolly,,. = Zlf s,2(s)) — f(s,20(s))[(s)

Q=

— (Z\f s,x(s)) — f(s,xo(s))|?7(s) Z |f(s,2(s)) = f(s,m0(s ))‘q7(5)>

s=n+1

(Z\f s,2(s)) = f(s,20(s))[ (s ) ( > 1f(sea(s)) = fls (s ))\WS))

s=n+1

q

IN

zbog neprekidnosti funkcije f, postoji p € (0,n) takav da za ||z — zo|| < p,
prvi sabirak na desnoj strani posljednje nejednacine ne bude veci od ¢, te
dalje imamo

1

|Fx — Faol)y,, < ¢ (Z|f3x |qT) (Z|fsz0 |q7()>q

s=n+1 s=n+1
e+ |[F Pzl + |[FFxolli, .

e+ 2|aclly, . + 0-([Pazlly,, + [|Pazolls,.,)
€+ 2+ 2¢ = be .

ANVAN

Dakle operator F' je neprekidan.

(=)

Za dokaz neophodnosti dovoljno je primjetiti da je za svako s € N funkcija
f(s,u) superpozicija tri funkcije: ulaganja u — uyys realne ose u l,,, op-
eratora F' i sirjekcije y — y(s) prostora [, , na realnu pravu. Kako su prva
i tre¢a od tih funkcija neprekidne, i uz pretpostavku da je i F' neprekidna,
onda je i njihova kompozicija takodje neprekidna funkcija. o

4.2 Uniformna neprekidnost operatora super-
pozicije

Na prostoru S, operator superpozicije koji je neprekidan, je i uniformno
neprekidan na ograni¢enom skupu. Medjutim to nije slu¢aj na Banachovim
prostorima mjerljivih funkcija. Da neprekidnost operatora superpozicije ne
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4.2. Uniformna neprekidnost operatora superpozicije

povla¢i njegovu uniformnu neprekidnost pokazujemo slijede¢im primjerom.
Posmatrajmo operator superpozicije F' generisan funkcijom f(s,u) = usin wsu
definisan na [; sa vrijednostima u l;. Kako je funkcija f neprekidna po u za
svako s € N, prema Teoremi 4.1.4, operator F' je neprekidan. Neka su dati

nizovi u, = 2y 1 v, = 2t x ). Tada je [Jugli, <2, [|vall, <1, 8. za

2n
proizvoljnon € N, u,, v, € l;. Pritome je za proizvoljno n € N, ||u,—v,||;, =
L odnosno lim, o [|uy — vyl = 0. Medjutim, [|[Fu, — Fu,|;, = 2, te
oc¢igledno operator F' nije uniformno neprekidan.

Za proizvoljne r,d > 0 definisimo funkciju
UJF(T, 5) :Sup{HF':C_Fyqu,T : ||:L‘||lp,cr S /r"||y||lp,o S T7||x_y||lp,o S 5} *
Funkciju wg nazivamo modul neprekidnosti operatora F'.

Teorem 4.2.1. Neka su 1 < p,q < oo i neka je Fx = f(s,x) operator
superpozicije koji djeluje iz l,, w ly . Operator F' je uniformno neprekidan
ako 1 samo ako za proizvoljne r,0 > 0 i za svako € > 0 vazi:

Q[

F(s.) = fs )] < ans(s) + bgo s ()74 ()|u(s)[F + engort ()74 (5)u(s)|
+d, 504 (s)T"a(s)|u — v,

(4.2.1)
gdje su
a(s)|u(s)lP < 1P, o(s)|u(s)P <rP, o(s)|u(s) —v(s)[” <6,
[rsllty.e + (brg + Cra)rs < e, dys >0 .
Pri tome vazi procjena:
wr(r,0) < wvg(r,d) < (1 + 21+%> wp(r,0) (4.2.2)

gdje je o
vi(r,8) = in{llal, .+ (b+ ) + do%}

a infimum uzimamo po svim (a,b,c,d) € l,, % (0,400) x (0, +00) x [0, +00),
koji zadovoljavaju

[F(s.u)=f(5,0)| < a(s)+bos (s)77 4 (s)]ul d+coa ()70 (s)[v]+dos ()77 (s)|u—v] &
a(s)|ulP, a(s)|vfPF < rP, o(s)|u —vP < 7.
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4.2. Uniformna neprekidnost operatora superpozicije

Dokaz : (<)

Neka vazi

(4.2.3)
o(s)u(s)[” <rP, o(s)o(s)]P <P, a(s)|u(s) —v(s)|P <67, 6= <2€_d);i
lalls,., + (b+c)ra < g . d>0

Neka su dalje =,y € [,, takvi da je o(s)|z|P < 1P, o(s)|y|P < 1P io(s)|x —

y[P < oP. Tada je

|[Fz — Fylls,..

IA

IN

IA

A\

(Z (s 2(s)) — f(s,y(S))l"T(8>> q

(Zm(s) +boa(s)7ala(s)| T + cou (s)ra]y(s)|s

seN

Q=

+d0§(3)77% |lz(s) — Q(S)fz)q7(3)>

(Za@)qf(s)) 1 (Z |x<s>|ﬁa<s>)

Q=

seN seN
1 1
+c (Z |y(s)|”a(s>> +d (Z 2(s) — y(s)|”a(s>>
seN seN
llalls,. +0ll=ll! | +ellyll? | +dlle =yl
llalls,., + (b+c)r + dée
g + e —
2 2

Zbog proizvoljnosti ¢, zakljucujemo da je F' uniformno neprekidan.

(=)
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4.2. Uniformna neprekidnost operatora superpozicije

Neka je sada F' uniformno neprekidan, i neka je x € [, , proizvoljan. Posma-
trajmo funkciju:

gz(s,u) = max{0, | f(s,z(s)+u)—f(s, x(s))|—2%5_§aé(s)7_5

1

(8)wr(r,

i oznacimo sa G, operator superpozicije generisan funkcijom g,.
Neka je sada h € 1,, takav da je o(s)|h(s)|P < 0P i o(s)|z(s) + h(s)[P < rP.

Oznac¢imo sa

tj.

D(h) = {s € N: |f(s,2(s)+h)—f(s,2(s))| > 210 101 (s)r 0 (s)wp(r, s)|h(s)[7} .

D(h) ={s € N: G,h(s) > 0},

s)|u(s)]

(4.2.4)

(4.2.5)

Oznaéimo sa h = Pppyh. Tada prema Lemmi 2.1.5 funkciju h mozemo

razbiti na ne
(7 e{1,2,...

vise od m = [26~ p||h||p _], medjusobno disjunktnih funkcija h;
,m}), takvih da ||h; le <d1ilz(s) + h(s)| <r. Sada imamo:

> 1ga(s, h(s))|47(s)

seN s€D(h)
= Z > |gals hy(s))|77(s)
j=1 seD(h)
= 3 > (f(sa(s) + hy(s) = fls,2(s))]
Jj=1 seD(h)
~216" 50 (s)7 4 (s)wr(r, 8)|hy(5)|7) " (s)

= ) ga(s,h(s))|"7(s)

IA
(]
—
—
»
=
N
_l’_
=
<.
S
~
—
»
h: X
N
=
)
—~
NP

~25wh(r,8) S Ihy(s)Pols ))

s€D(h)

_ Z > 15lasela) + (o) = F (5,20

—20"Pw(r,0) Z Z |hj(s)|Po(s)

j=1 s€D(h)
mwp(r,8) — 28 Pwp(r, 8)|[Al[s
wr(r,d) .

VAN
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4.2. Uniformna neprekidnost operatora superpozicije

Iz ovoga zakljucujemo da je ||G,hl|;, , < wp(r,d), tj. operator G, je ogranicen
na nekoj lopti B, (I,).
Posmatrajmo sada funkciju

g(s,u) = Slipmax {O, lf(s,u+t)— f(s,t)] — 255_%}1:(7", 5)0'%(8)T_%(8)|t|%} ,

gdje je a(s)[t|P < rPio(s)|z(s) + [P < rP.

Ova funkcija generise operator superpozicije G, koji slika kuglu B, (l,,) u
neku kuglu B, (l;,) (w = wp(r,d)). Prema gore pokazanom, operator G je
ogranicen te onda prema Teoremi 3.2.3 je i funkcija g ogranicena i vazi

lg(s,u)| < a(s) + 207 swp(r, 8)os (s)r a|u(s)|7 . (4.2.6)
za o(s)[ulP <P a € g, i ||al];,, < wp(r,d). Odavde i na osnovu definicije

funkcije g imamo:

P 1

f(s,u) = f(s,0)] — 28 500 (s)77 s (s)wp(r, 6)|u — o]
< g(s,u+v)]
< a(s)+ 2%7”_50'%(8)7'_%(5)@}?(7“, J) (\u|§ + ]v|§) ,

a iz ovoga je onda

: + lo(s)[7)

Fls,u) = f(s,0) < als) + 20 ou ()7 4 (s)wor(r, ) (Ju(s)
1236 5oa(s)r 4 (s)wp(r, 6)|u(s) — v(s)]

Qs Qs

(4.2.7)

Ako uvedemo oznake
brs = Cro = 2%7”_50'%<S)T_$(8)WF(7‘, 0), dvs= 2%(5_50'%(8)7_%(8)0)1:'(7“, J)
i zbog (4.2.6), imamo trazenu nejednakost, tj. vazi

f(s,u) = f(s,0)] < a(s) + byslul s + cpslv]s + dyslu— v,

uz uslove da je a(s)|ulP < rP, o(s)|v[F < 1P io(s)|u— v[P < OP.
Neka su r, d,e > 0 proizvoljni. 1z (4.2.3), prelaskom na normu dobija se

ya P r
[ Fu — FUHlW < ||a||zq,, +b ||u||lic, tc ||"U||zi,,g +dlju— UH[;,U

N

lall,, . + (b+c)re +doa
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4.2. Uniformna neprekidnost operatora superpozicije

za sve u i v takve da je [lul, ol <riflu—vl, <46 Kako lijeva
strana ne ovisi od a, b, c i d, tada vazi

|Fu— Foll, - <inf{|all,  + (b+c)re +déi}

gdje smo infimum uzeli po svim (a,b,c,d) € [, x (0,400) x (0,400) X
[0, 4+00), koji zadovoljavaju (4.2.3). Prelaskom na supremum lijeve strane po
svim u, v za koje je [ull, vl <71 |u—2v|,  <d, dobijamo

CUF(T‘, 5) < l/f(T', 5)

Na osnovu definicije funkcije v; i nejednakosti (4.2.7) sada imamo

r
q

vi(r,8) < llall,,  + 20 Swp(r, O)ri + 218 Swp(r,6)84

te je zbog Hale < wp(r,9),

1

vy(r,0) < (14 25) wp(r,0)
Sto je upravo desna strana u (4.2.2). &

Slijede¢im teoremom dati su uslovi pod kojim ¢e neprekidan nelinearan
operator superpozicije biti i uniformno neprekidan.

Teorem 4.2.2. Neka je operator F', generisan funkcijom f(s,u), neprekidan
12 lpo wlyr. Da bi operator F' bio uniformno neprekidan na ogranicenom
skupu N C 1, ,, potrebno je i dovoljno da vazi :

ﬁsnp{\\PDFx—PDFyH: r,ye N, |lt—yl|| <o, NM(D)<d§}=0

Dokaz :

(=) Neka je F' uniformno neprekidan i neka je N C [,, ogranicen, tj
N C B,(l,,), za neko r > 0. Dalje neka je 6 > 0 proizvoljan i D C N takav
da je A(D) <. Za proizvoljne z,y € N za koje je ||z — y|| <, na osnovu
Teorema 4.2.1 i parcijalne aditivnosti operatora F', vazi

|PpFx — PpFyl, = |FPpx— FPpyl|,

P P P
< llaslly, . +brsl|Poall |+ csl[Poylll, + drs | Ppz — Ppyll)
D
< (llansl,, + (brs+cos)r) +deslle =yl
< e4dps00 .
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4.3. Komentari i reference

Uzimajudi supremum lijeve strane po svim x,y € N, takvim da je ||z — yHlp <

d 1 A(D) <4, pustajuéi da § tezi ka nuli, dobijamo da je za proizvoljan € > 0

(lsin(l)sup{||PDFx—PDFy||: r,ye N, |lx—y|| <o, M(D) <} <e .

Zbog proivoljnosti e, slijedi tvrdnja.
(=)
Obrat je ocigledniji jer za proizvoljne x’,y" € N za koje je ||z’ — /|| < 9, vazi

|PFa’ — PRy, = ||[FPya’ — FPyy'|),
< sup{||PpFx — PpFy||: z,ye N, ||zt —y|| <5, A(D) <4},

odakle , pustaju¢i da n — oo dobijamo uniformnu neprekidnost operatora

F. &
Iz prethodne toreme slijedi

Posljedica 4.2.3. Neprekidan v apsolutno ogranicen operator superpozicije
kogi djeluge iz 1, » u l, -, je uniformno neprekidan.

4.3 Komentari 1 reference

Prvi generalni rezultat o neprekidnosti operatora superpozicije dali su Kras-
nosel’skij, Rutickij i Sultanov (za operator sa vrijednostima u regularnim
idealnim prostorima i sa Q; = 0) ([18]). Za prostore sa diskretnom mjerom
prva ispitivanja vrsi J. Robert ([24]), ali su glavni rezultati te vrste dobijeni
u [10] i [11]. Teorem 4.1.1 je generalni uslov neprekidnosti u prostoru S, a
Teorem 4.1.2 nam daje ”skoro” neophodne i dovoljne uslove neprekidnosti
na idealnim prostorima. Oba rezultata su data u [3]. Teorem 4.1.3 direk-
tno slijedi iz Teorema 4.1.1 i Teorema 4.1.2. Neophodni i dovoljni uslovi
neprekidnosti operatora superpozicije na prostorima [, ,, Teorem 4.1.4, eki-
valentni su uslovima neprekidnosti na prostorima [, jer je [, specijalan slucaj
prostora I ..

lako iz neprekidnost operatora superpozicije slijedi njegova uniformna
neprekidnost na ograni¢enom skupu u S, S$to je pokazano u [3], to nije
slucaj u Lebesgueovim, Orlitzevim, Banachovim prostorima nizova i dr.,
Sto je pokazano rezli¢itim primjerima od strane M.M. Vajnberga [28], Kras-
nosel’skog [21], Dedagi¢a [10], a ovaj posljednji naveden je i u ovom radu.
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4.3. Komentari i reference

Teorem 4.2.2 nam omogucava uspostaviti vezu izmedju neprekidnosti i uni-
formne neprekidnosti na prostorima [, ,, i tu vezu daje apsolutna ogranicenost
operatora, Sto je iskazano Posljedicom 4.2.3.
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Glava 5

Lipschitzov uslov

5.1 Lokalni i globalni Lipschitzov uslov za op-
erator superpozicije

U mnogim primjenama, potrebno je viSe od neprekidnosti nelinearnog oper-
atora, da bi se mogli iskoristili osnovni principi nelinearne analize. Tako je
kljuéna pretpostavka Banachovog principa kontrakcije, globalni Lipschitzov
uslov

HF[El—Fl'QHyék’HZBl—IEQHX , (ZL’1,ZE1€X) , (511)
ili lokalni Lipschitzov uslov
||Fz1 — Faslly < k(r)||z1 —x2llx , (21,21 € B(X)) . (5.1.2)

Zbog toga se pojavljuje problem pronalazenja uslova, po moguc¢nosti i potreb-
nih i dovoljnih, za (5.1.1) ili (5.1.2), sa uslovima na funkciju f, koja generise
dati nelinearni operator. S tim u vezi ovdje dajemo

Teorem 5.1.1. Neka operator F' generisan Caratheodoryjevom funkcijom f
djeluge izmedju l, » 1 1, . Slijedeca tri turdjenja su ekvivalentna:

(a) Operator F' zadovoljava Lipschitzov uslov, tj.

|Fz = Fyll,. < k(r)llz = yll,, » 7,y € Brlps) -

(b) Za date x,y € B,.(l,.), postofi niz & € By (lgr/lpo), takav da vaZi:

Fa(s) — Fy(s) = £(s)(2(s) —y(s)) , seN.
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5.1. Lokalni i globalni Lipschitzov uslov za operator superpozicije

(¢) Funkcija f zadovoljava Lipschitzov uslov

[f(s,2) = f(s,9)] < g(s,w)lz =yl fa], |yl <w

gdje funkcija g(s,w) generise operator superpozicije koji djeluge iz B, (1, )
U Bk(r) (lq,T/lp,(,).

Dokaz : Najprije pokazimo (a) = (b).

Kao prvo pretpostavimo da postoji f(s,u) = %f(s, w). U tom slucaju vazi:

|f(s,u) = f(5,0)] = (u— v)/o Fls, (1 = t)u+ tv)dt .

Da bi pokazali da vazi (b) dovoljno je pokazati da funkcija definisana sa

£(s) = / F(s, (1= t)a(s) + ty(s))dt |

pripada By (lg,-/lps). Neka su z € B,(l,,) i h € I, takvi da je 2z +th €
B, (l,) za dovoljno malo ¢ > 0. Tada vrijedi:

f(S, 2(s))h(s) = lim f(s,z(s) +th(s)) — f(s,2(s)) |

t—0 t

(5.1.3)

Na osnovu (a) imamo

|F (= + th) = P2l
t

< k()lIAll, . -

Ako sa F ozna¢imo operator superpozicije generisan funkcijom f, onda zbog
toga §to je [, , perfektan (vidjeti Uvod 1.1) imamo

||F(z +th) — Fz|| <k

1(FR)h, . < T, t

()P0 -

Kako je norma u prostoru multiplikatora zadata sa || z||;, . si,., = sup{||zz||s,., :
2|}, < 1}, zakljucujemo da F'z € Biy(lgr/lpo), ti-

1F 2l 1y < K(r) za 2 € By(lya)
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5.1. Lokalni i globalni Lipschitzov uslov za operator superpozicije

a onda imamo

1
Ul < / 1o (L= ) + ), dt
0
1
< [ 1B =2+ ty)ll, . dt
0
< k(r).

Dakle € € By (lyr/lpo)-
Dokazimo da (b) = (c).
Oznac¢imo sa

g(s,w) = sup f(s,w) = f(5,v) (5.1.4)

|ul,|v|<w,uzv u—v

funkciju koja generiSe operator superpozicije G. Prema Sainte — Beuveovoj
teoremi selekcije

Fu(s) — Fu(s)
u(s) —v(s)

ali ovo znaci da su u,v € B,(l,,), pa dakle zbog (b), Gw € By (lgr/lpo),
odnosno

(Vw € By(lpo))(Fu, v; |ul < w,|v] <w) g(s,w(s)) =

f(s,u) = f(s,0)] < g(s,w)(u—v) .

Ostalo je da pokazemo implikaciju (¢) = (a).

Neka je p > g.
1Fz — Fyll,, = (SGZNU 5,2(s)) = f(s,y(s ))%));
< (Zg< w(s))*|x(s) y(s)\ws)) E
= <§gsw 077 (s)]2(s) =y >%p<s>>;
< (ng w( wwws)o#’q)ppqg (Zx@)y(s)?a(s));
_ H(ﬁu e stalle =l

< k(r )Hx—y!lzp,g :
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5.2. Komantari i reference

U slucaju da je p < ¢, imamo:

|Fz = Fyll,, = (Z (s, 2(s)) = f(s, y(S))IqT(S)) q

seN

Q=

IN

(Z g(s,w(s))'r(s)o ™ (s)]z(s) — y(S)IqU(S))

seN

< esssup (g(sw(S))T%(S)f%(S)) (Z |u(s) —v(S)\"U(S)> q
< NGwlle e =yll,,

oo, 790 4

S k(r)Hx - yHlp,o' Y

Sto predstavlja trazeni uslov. &

5.2 Komantari 1 reference

Lipschitzov uslov za operator superpozicije, ispitivan je od strane raznih au-
tora. Ekvivalentnost uslova (a) i (¢) u Teoremi 5.1.1, za slucaj Lebesgueovih
prostora dokazao je J. Appell u [2], a odgovarajuéi teorem u slucaju idealnih
prostora imamo u [3]. Koristeni teorem Sainte-Beuve moze se nadi u [3].

Iz dokaza Teorema 5.1.1 se vidi da bi se mogao posmatrati i opstiji slucaj, tj.
da se lokalni Lipschitzov uslov (5.1.1) zamijeni sa globalnim uslovom (5.1.2).
Osim toga, moguce uopstenje je posmatrati uslov

[F2y — Fas|y < k(r) lan —2ofly (21,22 € Bi(X)) ,

koje se naziva Holderov uslov, sa Holderovim eksponentom « € (0, 1], o kome,
za slucaj Lebesgueovih prostora, detaljnije mozemo naéi u [37].

Lipschitzov uslov je bitan u ispitivanju drugih analitickih osobina ne-
linearnog operatora superpozicije. Ako vrijedi Lipschitzov uslov, znaci da
modul neprekidnosti operatora superpozicije ima svojstvo wg(r,d) = O(J),
Sto opet prema uslovu (4.2.2) znaéi v¢(r,d) = O(9). Takodje, ako funkcija f
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5.2. Komantari i reference

koja generise operator, zadovoljava uslov f(s,0) = 0, tj. operator je parci-
jalno aditivan, uslov (5.1.1) nam daje sublinearnu procjenu rasta operatora,
tj.

[Fzl, < k(r)llzll,, » =€ Bl .
Osim toga Lipschitzov uslov ¢emo u narednim poglavljima dovesti u usku
vezu sa kondenziranjem i deferencijabilnoséu operatora superpozicije.
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Glava 6

Kompaktnost

6.1 Kompaktnost operatora superpozicije

U poglavlju 3, ispitivali smo osobinu ogranic¢enosti operatora superpozicije
F:l,o = lyr tj. za N C l,, ispitivali smo kakav je skup F(N) C [,,
u smislu neke od vrsta ogranicenosti. Podsjetimo se da skup N nazivamo
relativno kompaktnim, ako za svako € > 0 skup N ima konac¢nu e-mrezu, ili,
Sto je ekvivalentno, ako se iz svakog niza u N moze izdvojiti konvergentan
podniz.

Kako se pokazuje u primjenama, od izuzetne je vaznosti osobina relativne
kompaktnosti skupa. Samim tim od vaznosti je onda da posmatrano pres-
likavanje prevodi ograni¢en skup u relativno kompaktan skup. Tu osobinu
preslikavanja uvodi

Definicija 6.1.1. Operator F' : X — Y nazivamo kompaktnim ako svaki
ogranicen skup iz X preslikava u relativno kompaktan skup u Y.

Slijede¢im teoremom data je generalna karakterizacija kompaktnosti op-
eratora na idealnim prostorima

Teorem 6.1.1. Neka su X 1Y idealni prostori i naka je f sup-mjerljiva
funkcija. Pretpostavimo da je operator superpozicije F, generisan funkcijom
f, kompaktan operator. Tada je funcija f(s,-) konstantna za svako s € Q. i
operator F' je W -ogranicen.

Obratno, ako su X 1Y idealni prostori, Y reqularan a funkcija f(s,-) kon-
stantna za svako s € Q. i operator F' W -ogranicen na nekom skupu N C X.
Tada je F(N) C Y relativno kompaktan skup.
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6.2. L-karakteristika kompaktnosti operatora superpozicije

U prostorima bez atoma (€2; = @), zahtjev za kompaktnoséu operatora
superpozicije dovodi do velike degeneracije, tj. do suzavanja klase funkcija
f(s,u) koje mogu generisati takve operatore na klasu konstantnih funkcija
po u.

U nasem izucavanju je €2, = (), pa ¢éemo ovde dati nesto jednostavniju karak-
terizaciju kompaktnosti operatora superpozicije na l, .

Teorem 6.1.2. Operator superpozicije F' : l,, — l,- , generisan funkci-
jom f(s,u) je kompaktan ako i samo ako je za svako s € N funkcija f(s,-)
ogranicena na svakom ogranicenom skupu u R.

Dokaz : (=)

Neka je F' kompaktan operator, onda je on i ogranicen. Na osnovu Teoreme
3.1.2 zakljucujemo da je funkcija f(s,-) ograni¢ena na svakom ograni¢enom
skupu u R.

(<)

Neka je sada funkcija f(s, -) za svako s € N, ograni¢ena na svakom ograni¢enom
skupu uR. Na osnovu Teoreme 3.1.2 zaklju¢ujemo da je operator F' ogranicen.
Kako je l; -, 1 < g < oo regularan, to je za proizvoljan A C [,,, F'A apso-
lutno ogranicen skup u [, .. U idealnim prostorima sa diskretnom mjerom
apsolutna ogranic¢enost je ekvivalentna relativnoj kompaktnosti, te je dakle
F'A relativno kompaktan. Zbog proizvoljnosti skupa A, zakljucujemo da je
F kompaktan operator. &

6.2 L-karakteristika kompaktnosti operatora
superpozicije

Rezultati dobijeni o skupu L(F’; act.) dozvoljavaju nam sada posmatrati skup
L(F; compact.) kao dio od L(F;act.). Najprije dajemo karakterizaciju rela-
tivno kompaktnog skupa na [, .

Teorem 6.2.1. Potreban ¢ dovoljan uslov da je skup N C l,, relativno
kompaktan jeste

1. da postoje pozitivni brojevi ps (s € N) takvi da je

(Vo € N) [z(s)lo(s) < ps -
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6.2. L-karakteristika kompaktnosti operatora superpozicije

2. da red ) |x(s)[Po(s) konvergira uniformno po x € N.
Dokaz : Neka su zadovoljeni uslovi 1.1 2. . Zbog uniformne konvergencije

reda u 2., svakom ¢ > 0 odgovara broj k € N takav da je

00 e\ P
Vo e N p (5)
(2 eN) S fa(s)Pa(s) < (5
s=k+1
Svakoj funkciji x € N pridruzimo element z = (z(1), z(2),...,z(k),0,0,...),
pri ¢emu jedan isti z moze odgovarati i razlicitim x € N. Ocigledno je skup
A, svih ovakvi z, jedna 5-mreza skupa N, jer je

le = 2, = ( > |a:<s>|pa<s>>p <3

s=k+1

S druge strane A C R’; C Iy, 1 ocigledno je A ogranicen skup. Kako u
kona¢no-dimenzionim prostorima ogranic¢enost i relativna kompaktnost koin-
cidiraju, to za A postoji konacna $-mreza, a ta je opet konacna e-mreza za
N, tj. N je relativno kompaktan skup u [, ,.
Neka je sada N relativno kompaktan skup u [, ,. Pretpostavimo da za neko
sp € N, skup {z(s¢)o(so)| * € N} nije ogranicen. Tada postoji (z,)neny C N
takav da

T}Lrgoxn(SO) =400 . (6.2.1)

Zbog relativne kompaktnosti skupa N iz datog niza mozemo izdvojiti konver-
gentan podniz (z,, )ren. Kako iz konvergencije po normi slijedi konvergencija
po koordinatama, to za proizvoljno s € N mora konvergirati i niz koordinata
(@n, (s))ken. To mora vaziti i za sg, ali to je onda u kontradikciji sa (6.2.1).
Dakle uslov 1. je neophodan.

Pretpostavimo sada da red ) |z(s)[Po(s) nije konvergentan uniformno
po x € N. To znaéi da postoji € > 0 i niz (z,)eny C N takav da je

D Jaa(s)lPo(s) =5 neN, (6.2.2)

s=k+1

Pretpostavimo sada da je (2, )ken podniz niza (z,).en koji konvergira ka
nekom x € [, ,; kako je x € [, , to postoji so € N takav da je

[e.9]

> le)Po(s) < o

s=so+1
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6.2. L-karakteristika kompaktnosti operatora superpozicije

1
a zbog x,, — = (k — 00), postoji ky € N takav da je ||z, — :UHIW < & 7a

k > ko. Neka je sada k € N takav da je ny > so. Tada imamo

> Jzn)Po(s) < Y leals) —a(s)Pa(s) + - Je(s)lPols) <ev

a ovo je kontradikcija sa (6.2.2). Dakle i uslov 2. je neophodan. &

Uz pomo¢ kriterija za relativhu kompaktnost skupa u [,,, kojeg smo
upravo dali, mozemo iskazati tvrdnju koja nam govori da je L-karakteristika
kompaktnosti nelinearnog operatora superpozicije konveksan skup.

Teorem 6.2.2. Neka je F operator superpozicije, generisan funkcijom f(s,u),
kompaktan kao operator iz lpy o w lgyr t 2 1y, » w ly . Tada je operator F
kompaktan i iz 1, , uwl, -, gdje je 1 < po,p1,qo, 1 < 00 %

1 « l—a 1 o 1l -«
= , — = —+ ;ael0,1].
b Do b1 q qo q1

Dokaz : Posmatrat ¢emo opsti slucaj, kada je pg < p1,q0 < ¢ i Z—g < Z—;.
Neka je pg < p < p1ig <qg < q. Zap < pijelp, Clyo, pajeza
proizvoljan ogranicen skup M C I, ,, M C [, , i M je ogranicen u [, ,. Kako
je F kompaktan operator, na osnovu karakterizacije relativno kompaktnog

skupa u Banachovom prostoru [, ., vazi
(Fps) (Y € M) |f(s,2(s))| < ps , s€EN. (6.2.3)

Sa druge strane, kako je ¢ > ¢ onda je l,, » C l,, tj. za proizvoljan y je
191l < ylle,.» pa je 7a proizvoljan € M

D sen |[Fx(s)|77(s) D sen [f (5, 2())77(s) = [| ]}, |

< [[Fallf <oc. (6.2.4)

Dakle red ) _y|Fx(s)|? je uniformno konvergentan po x € M. Iz (6.2.3)
i (6.2.4), na osnovu karakterizacije relativno kompaktnog skupa u l,,, za-
kljuc¢ujemo da je F'M relativno kompaktan skup u l,,, tj. F' je kompaktan
operator iz I, , u l,,. &

74



6.3. Komentari i reference

6.3 Komentari i reference

Cinjenica da kompaktan operator superpozicije ” degenerira” (Teorem 6.1.1),
poznata je za razli¢ite normirane funkcionalne prostore, a prvi put je dokazana
od strane M.A. Krasnosels’kog u [16], za Lebesgueove prostore. Osim toga
ovim je teoremom dat kompletan opis kompaktnih operatora za slucaj regu-
larnog prostora Y, pa samim tim i za nas slucaj tezinskih Banachovih pros-
tora nizova (ili preciznije, 2. = 0).

Jednostavan kriterij za kompaktnost operatora superpozicije na [, , pros-
torima, (Teorem 6.1.2), je mogué zahvaljujuéi ekvivalentnosti uslova ap-
solutne ogranicenosti i relativne kompaktnosti na regularnim prostorima,
odnosno kompaktnost se svodi na ogranicenost.

Takodje, karakterizacija relativno kompaktnih skupova na [, ,, omogucava
nam pokazati da je i L(F';compact.) konveksan podskup od L(F';act.), sto
je pokazano sa Teorem 6.2.2 koja je nova, a Sto moze biti od velike koristi u
primjenama teorije fiksne tacke.
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Glava 7

Kondenziranje

7.1 Mjera nekompaktnosti

Definicija 7.1.1. Neka je X kompletan metricki prostor. Nenegativnu
funkciju v, definisanu na sistemu svih ograni¢enih podskupova od X, nazi-
vamo funkcional Sadovskog ako su zadovoljeni slijedeéi uslovi (N, Ny, Ny C
X, ograniceni):

L. ¢(coN) = ¢(N),
2. (N7 U Ny) = max{p(Ny), ¥ (Ns)},

gdje coN oznacava zatvorenje konveksnog omotaca od N.
Ukoliko funkcional ¢ zadovoljava osobinu

(N)=0<« N je relativno kompaktan

tada 1 nazivamo mjera nekompaktnosti.
U Banachovim prostorima uobicajeni zahtjevi na funkcional v su:

L. (N1 + Na) < p(Ny) + 9(Ny),
2. Y(kN) < kp(N).

Klasi¢ni primjeri funkcionala koji zadovoljavaju gore navedene osobine

su:
-Mjera nekompaktnosti Kuratovskog,

7(N):inf{d>0 : NCUNj,diamNjgd} :
j=1
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7.1. Mjera nekompaktnosti

ili infimum svih d > 0 za koje postoji kona¢no razbijanje skupa N na pod-
skupove ¢iji diametar je manji od d.
-Hausdorffova mjera nekompaktnosti,

a(N)=inf{r>0 : N C B,(X)+C ,C konacan},

gdje se infimum moze uzimati i preko svih kompaktnih skupova C' C X.
Hausdorffovu mjeru nekompaktnosti mozemo definisati i kao infimum svih
e > 0 za koje skup N ima konac¢nu e-mrezu u X.

-Mjera nekompaktnosti £, tj. infimum svih » > 0 za koje svaki podskup
od N, c¢ija proizvoljna dva elementa su na rastojanju ne manjem od 7, je
konacan.

-Mjera nekompaktnosti 7,

n(N)=inf{r>0: NCB.(X)+C, CjeU — ogranicen} .
U proizvoljnom idealnom prostoru X vazi
a<f<vy<2. (7.1.1)
U slucaju da je X regularan prostor, tada je
n<a<7y. (7.1.2)

Navedimo slijede¢u vaznu osobinu Hausdorffove i mjere nekompaktnosti Ku-
ratovskog,

Teorem 7.1.1. Neka je X normiran linearan prostor. Ako je X konacno-
dimenzionalan prostor, tada je

a(Bi(X)) =v(Bi(X)) =0.
Ako je X beskonacno-dimenzinalan prostor, onda je
a(Bi(X)) =1, y(Bi(X))=2.

Kao sto se vidi iz (7.1.1), mjere nekompaktnosti 5 i v su topoloski ek-
vivalentne Hausdorffovoj mjeri nekompaktnosti. Medjutim, postoje i mjere
nekompaktnosti koje nisu ekvivalentne Hausdorffovoj mjeri nekompaktnosti,
sto se vidi iz (7.1.2).

U daljem, uglavnom koristimo Hausdorffovu mjeru nekompaktnosti, pa s tim
u vezi navedimo slijedeci,
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7.2. Kondenziranje operatora superpozicije

Teorem 7.1.2. Neka je X separabilan Banachov prostor i neka je (Lj);en
rastuci niz konacno-dimenzionalnih potprostora od X, ¢ija je unija svuda gust
skup uw X. Tada za proizvoljan ogranicen skup N C X wvaZi

a(N) = lim sup min ||z — y||x
n—00 pc N Y€Ln

Iz datog teorema, specijalno za [, ,, 1 < p < oo vazi

Posljedica 7.1.3. Neka je N C l,, (1 < p < o0) proizvoljan ogranicen
skup. Tada je N
a(N) = lim sup ||z — PniL'Hl : (7.1.3)

n—oo !L’EN

gdje je Pox =>",_ x(k)ey (ex (k € N), vektori standardne baze u ).
Uslov (7.1.3) mozemo predstaviti i u slijede¢em obliku:

a(N) = lim sup [Pz,

=0 zeN

gdje je P, operator projektovanja na skup {n+ 1,n+2,...}.

7.2 Kondenziranje operatora superpozicije

Definicija 7.2.1. Neka su X i Y Banachovi prostori i neka je na X zadata
mjera nekompaktnosti ¢; a na Y mjera nekompaktnosti ¢,. Za neprekidan
operator A koji djeluje iz X u Y kazemo da je (k,1,19)-ogranicen, ako za
proizvoljan skup N C X vazi

Vo(AN) < ki (N)

gdje je k neka pozitivna realna konstanta.
Kazemo da je operator A kondenzirajuci u sopstvenom smislu ako je za
proizvoljan skup N C X, ¢ije zatvorenje nije kompaktan skup, ispunjeno

Ya(AN) < i (N)

Ako 17 11 predstavljaju istu mjeru nekompaktnosti, tj. ako je ¢ = 1y = 1),
tada operator A nazivamo -kondenzirajuci ili (k,)-ogranicenim.
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7.2. Kondenziranje operatora superpozicije

Djelovanje operatora nije dovoljno za njegovo a-kondenziranje, Sto pokazuje
slijededi primjer. Neka je operator superpozicije F' generisan funkcijom f(s,u(s)) =
u(s)®. Nije tesko vidjeti da F' djeluje iz proizvoljnog prostora [, u l,. Neka
je r > 0 proizvoljno. Oznacimo sa

M = {(0,..., ) :neNY},

1+r ,0,.
~—~—

n—to mjesto
ocigledno je M C Bi4,(l,,). Pri tome je

o(FM) = lim sup ||z||;, = lim [14+7|" =00 .
nﬂooxeM n—oo

S druge strane je a(M) = 1+, te o¢igledno operator F' nije a-kondenzirajudi.
Da bi operator imao trazenu osobinu, moramo pojacati uslove na operator
F.

Teorem 7.2.1. Neka operator superpozicije F, generisan finkcijom f(s,u),
djeluge 1z 1, » u ly + @ neka zadovoljava lokalni Lipschizov uslov tj.

12— Falll, < k) o =’ 0" € Bullys)
tada je operator F (k(r), a)-ogranicen, tj. za proizvoljan N C B,(l,,) vaZi
a(FN) < k(r)a(N)
Dokaz : Neka je N C B,(l,,) proizvoljan. Zbog lokalnog Lipschizovog
uslova imamo
(Va',2" € N C lyy) |[Fa' — Fall, < k(r) |2’ — 2",

Za proizvoljan x € N sada, buduéi da F' komutira sa P, (jer je parcijalno
aditivan), imamo

|PFal, = HF:(;—EFQ;HW
< k(r)Ha:—anle
= k(r) 1P,

Sada prelaskom na supremum po svim x € N i pustajuéi da n tezi u
beskonacnost, dobijamo

a(FN) < k(r)a(N)
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7.2. Kondenziranje operatora superpozicije

Sto je i trebalo pokazati. &

Kao sto pokazuje prethodno tvrdjenje, Lipschitzov uslov je dovoljan za
kondenziranje operatora. U Lebesgueovim prostorima, tj. u prostorima gdje
mjera nema atoma, pokazuje se da vazi i obrat tj. kondenziranje operatora
povlaci Lipschitzov uslov sa istom konstantom k. U prostorima sa diskret-
nom mjerom to nije slucaj. Posmatrajmo operator F' generisan funkcijom
f(s,u) = u?, koji djeluje iz l; u l;. Za proizvoljan ograni¢en skup N C Iy,
zbog regularnosti prostora [y, imamo

a(FN) = lim sup ||FP,z|| =0 .

n—>oox€N
Sa druge strane, za e,, e, € Bi(l1) je
|Fen — Fenll, =2 = [len — emlls,

Naravno, Lipschitzov uslov je jako ogranicenje za operator F'. Pokazimo
da se taj uslov moze oslabiti. Najprije dokazimo jedno pomoéno tvrdjenje:

Lema 7.2.2. Neka su F' i G operatori superpozicije generisani funkcijama
f(s,u) i g(s,u) respektivno, koji djeluju iz l,, ul,, (1 < p,q < o0). Ako za
proizvoljno x € M C I, , vazi

[f(s,u(s) < lg(s,uls))] , seN, (7.2.1)

tada je
a(FM) <a(GM)

Dokaz : 1z (7.2.1) i definicije norme na [, ,, za proizvoljno n € N je
[P Fzl,  <I|P.Gzl,

odakle prelaskom na supremum po xz € M dobijamo navedenu nejednakost.

&

Teorem 7.2.3. Neka su 1 < p,q < oo i neka je operator superpozicije F',
generisan funkcijom f(s,u), ogranicen izl,, ul, .. Tada je F' a-kondenzirajuci.
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7.2. Kondenziranje operatora superpozicije

Dokaz : Neka su z¢ € [,, i 7 > 0 proizvoljni. Iz uslova ogranic¢enosti

operatora F' (Teorem 3.2.3), postoje a, € [, 1 b, > 0 takvi da je
1£(s,0)| < ap(s) + booa ()75 (8)|ul® , o(s)|ul? < rP . (7.2.2)

Oznacimo sa fi(s,u) = ar(s)—i—broi(s)T_%(s)\u]% i neka je I} operator super-
pozicije generisan tom funkcijom. Neka je M C B(zg,r) C l,, proizvoljno
odabran skup. Jasno je da funcija a, neée uticati na veli¢cinu o(F; M), pa ne

gubedi na opstosti, stavimo fi(s,u) = braé(s)Tﬁ(s)M%. Tada je

a(FiM) = lim sup ||P,FiM||

n—oo IGM

— lim sup (Z (br|x(s)|§aé(s)73(3))q7(s)>

n—oo IGM s>

= b, lim sup (Z|x )Po(s )) q

e zeM s>n

1

= b, lim sup <Z ]x(s)\pa(s)>

=0 e M )

Qs

= by (a(M))
= b (a(M))e " a(M) .

Kako je a(M) < a(B(xg,7)) = r, zakljutujemo
a(FLM) < brata(M) .
Zbog Leme 7.2.2 je a(FM) < a(F1 M), pa dakle vazi
a(FM) < byrata(M)

m*a 3

tj. operator F' je (bﬂg_l,a>—ograniéen. S obzirom da posljednja tvrdnja

vrijedi za proizvoljno b, za koga je zadovoljen uslov (7.2.2), uzimajuéi
= inf{b, : | f(s,0)] < a,(s) + b0 ()7 a(s)|uls , o(s)|ul” <r7}
mozemo reci da je operator F' (k(r), a)-ogranicen, gdje je k(r) = brral. &

Teorem 7.2.3 nam dozvoljava formulisati teorem o fiksnoj tacki koji vrijedi
za nelinearni operator superpozicije, naime vrijedi
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7.2. Kondenziranje operatora superpozicije

Teorem 7.2.4. Neka su 1 < p,q < oo i@ neka je operator superpozicije F',
generisan funkcijom f(s,u), ogranicen iz l,, u l,,. Za proizvoljno r > 0
stavimo

p

k=ri tinf{b: [f(s,u)] < a(s)+boa(s)ra(s)|uli , o(s)|ulf <P} .

.
Neka je 0 < r* < k'"4 takav da je

kr*a + ||a||lw <r*
Tada operator F' ima fiksnu tacku u kugli By (l,,).

Dokaz : Neka je r > 0 proizvoljan. Na osnovu Teoreme 7.2.3 operator F'
je a-kondenzirajudi tj. za proizvoljan N C B,(l,,) vazi
a(FN) < ka(N)
Zbog djelovanja operatora F iz l,, u l,, (Teorem 2.2.2) je
s, w)l < als) + bou(s)ra()|uli  o(s)lul <r
pa je za proizvoljno x € B,«(l, )

D
lall,,, +ollzll;,,

|Fal, . <
lg,r .
< llall,, +brs

Kako lijeva strana ne ovisi od b, prelaskom na infimum po svim b koji zado-
voljavaju uslov (7.2.2), imamo

D
|Fzl, < lall,  +k"5

tj. F': By+(l, o) — By« (lp0) 1 pri tome je F' a-kondenzirajudi i na B,«(l, ).
Na osnovu Darbo-Sadovsky teorema o fiksnoj tacki, F' u kugli B,«(l,,) ima
najmanje jednu nepokretnu tacku. &

Buduéi da u praktiénim primjenama osobine kondenziranja glavnu ulogu
igra koeficijent kondenziranja k(r), ostanimo jos malo kod toga. Uvedimo u
igru slijede¢u funkciju

Hp(r,d) = sup al(F(M)) . (7.2.3)

MCBy(lp,o).c(M)<5
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7.2. Kondenziranje operatora superpozicije

Funkcija Hp(r,d) se naziva funkcija kondenziranja operatora F i ona za
"nekompaktnost” ima istu ulogu kao funkcija rasta pup za ograni¢enost op-
eratora F'. Ocigledno je, ve¢ na prvi pogled, da detaljno izucavanje funkcije
kondenziranja ni malo nije jednostavno. Ipak, moguce je dati neke njene
procjene koje se u sluc¢aju, npr., linearnosti operatora pojednostavljuju i
prelaze u jednakosti.

Teorem 7.2.5. Neka je 1 < p,q < oo 1 neka je operator superpozicije F',
generisan funkcijom f(s,u), ogranicen iz l,, ul,,. Tada vaZi nejednakost

Hp(r,8) < §ab* (7.2.4)

gdje je b* = inf{b, : |f(s,u)| < a.(s)+ brO'%(S)T_%(SNu’g , o(8)|ulp < rP}.

Dokaz : Neka sur,d > 0 proizvoljnii M C B,(l,,) takav da je a(M) < 4.

Kako smo ve¢ u dokazu teoreme 7.2.3 pokazali, za ogranicen operator F' vazi

QI

a(FM) < b (a(M))s

odnosno, uzimajudéi infimum po svim b, koji zadovoljavaju uslov (7.2.2)

imamo
p

a(FM) < b (a(M))}

Uzmemo li sada supremum 1i lijeve i desne strane po svim M C B,(l,,), za
koje je a(M) < §, dobijamo

Hp(r,8) < b8

&

Koristeéi (7.2.4) sada mozemo definisati koeficijent kondenzacije na sli-
jedeci nacin
Hp(r,é
k(r) = sup Mﬂ
0<o<r o

iz cega slijedi ocigledna ocjena

k(r) < br'T

koja u sluc¢aju linearnosti operatora F' prelazi u jednakost.
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7.3 Komentari i reference

Kao sto je spomenuto, postoje razlicito definisane mjere nekompaktnosti.
izvedena klasa svih mjera nekompaktnosti ekvivalentnih Hausdorffovoj mjeri
nekompaktnosti (ekvivalentnost u smislu da postoje konstante C; i Cy takve
da je Cia(N) < ¢(N) < Cya(N), za proivoljan ograni¢en skup N C X).
Takve su mjera nekompaktnosti Kuratovskog i mjera 5 (7.1.1). Medjutim,
postoje i mjere nekompaktnosti koje nisu ekvivalentne Hausdorffovoj mjeri,
npr. mjera 7 (7.1.2), ili primjer mjere dat u [12]. Teorem 7.1.2 ([12]) nam
daje nacin racunanja Hausdorffove mjere nekompaktnosti u {,, prostorima
(Posljedica 7.1.3).

Jedna od najkorisnijih osobina operatora u primjenama teorije fiksne
tacke, jeste osobina kondenziranja. U ovom radu je posmatrana osobina
kondenziranja, vezana za Hausdorffovu mjeru nekompaktnosti. Kao sto je
pokazano (Teorem 7.2.1), Lipschitzov uslov je dovoljan za kondenziranje op-
eratora superpozicije. U [2] je pokazano da su ta dva uslova ekvivalentna na
Lebesgueovim prostorima (€; = (), $to nije slucaj u prostorima sa diskret-
nom mjerom.

Prvi navedeni primjer pokazuje da samo djelovanje operatora ne obezb-
jedjuje njegovo kondenziranje. Razlog je taj Sto operator generisan datom
funkcijom nije ogranicen. Teorem 7.2.3 daje neophodne i dovoljne uslove
za kondenziranje operatora supeprozicije na [, ,, Sto nam omogucava defin-
isati i uslove o postojanju fiksne tacke (Teorem 7.2.4) za nelinearni operator
superpozicije na [, ,. Oba ova rezultata su novi.
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Glava 8

Diferencijabilnost i analiti¢nost

8.1 Diferencijabilnost operatora superpozicije

Neka su X i Y Banachovi prostori, U C X otvoren skup i neka je operator
F:.U—-Y.

Definicija 8.1.1. Za preslikavanje F' kazemo da je Frechet diferencijabilno
u xg € U ako postoji A € L(X,Y) takav da

1o [IF(@o+h) = Fzo) = Ablly

=0 .
IRl —0 ||h||x

Ako ovakav operator A postoji, on je jedinstven i nazivamo ga Frechetov izvod
operatora F' u tacki xy i oznacavamo ga sa F’(xq). Vrijednost F'(z¢)z € Y,
za proizvoljan x € X, nazivamo izvod operatora F' u xy duz z.

Kazemo da je F' Frechet diferencijabilan na U, ako je on Frechet diferencijabi-
lan u svakoj tacki iz U, u tom sluc¢aju preslikavanje x +— F’(z) je preslikavanje
iz U u L(X,Y) i oznacavamo ga sa dF.

Ekvivalentan nacin reéi da je A € L(X,Y) izvod od F' u tacki xg, je da
vrijedi

F(xo+h) = F(xo) = Ah = o(||hl]) , h—0,

i pri tome je

F'(m)hzlimF($+th) — F(x)

t—0 t

, heX . (8.1.1)
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8.1. Diferencijabilnost operatora superpozicije

Teorem 8.1.1. Neka je f(s,u) Caratheodory-jeva funkcija i neka operator
F, generisan funkcijom f(s,u) djeluje iz l,, ul,..
Ako je F' diferencijabilan u xq € [, », njegov izvod u toj tacki ima oblik

F'(xo)h(s) = a(s)h(s) , (8.1.2)
gdje je a € l,+ /1, -, data sa

) — Ty 102 7008) ) = T s 70(5))

u—0 Uu

(8.1.3)

Obratno, ako operator superpozicije G, generisan funkcijom

o) = { T+ = o] 5 w0 L)

a(s) ; u=0,

djeluje iz ly o u ly /1y o, @ neprekidan je u 6, onda je F' diferencijabilan u xg
ivazi (8.1.2).

Dokaz : Neka je operator F', generisan funkcijom f(s,u), Frechet difer-

encijabilan u = € I,,. Oznacimo sa a,(s) = Au(s)u~'(s) (u € l,,). Kako
je operator F' lokalno odredjen, na osnovu (1.3.1c) i na osnovu (8.1.1), i
A = F'(x) je lokalno odredjen, to vazi:

za proizvoljnu funkciju oblika h = zz, gdje je z jednostavna funkcija. Kako je
A neprekidan operator iz l,, u [, ;, i kako je mnozenje operatora neprekidna
funkcija, jednakost Ah = a,h vrijedi i na zatvorenju skupa svih funkcija
oblika h = zx (oznacimo ga sa (I,,), ), gdje je z jednostavna funkcija (z =
> r_1 XE.Ck)- Neka je sada xq € [, takva da je z; < z. Tada z1 € (). pa
je

Az1(s) = az(s)z1(s) ,

a odavde imamo da je
az(8) = Ax1(8)z7(s) = ag, (s) .

Neka su sada 1 i w3 € [,, proizvoljne funkcije. Onda bi za funkciju z =
x1 + 29 kao i gore, imali da je a,, (s) = a,(s) = a.,(s). Na osnovu ovoga
vidimo da funkcija a, ne ovisi od x. Kako se [, , moze prikazati kao unija svih

86



8.1. Diferencijabilnost operatora superpozicije

(Ip,o)z, onda izvod A = F'(z) ima oblik (8.1.2), tj. A je operator mnozenja
nekom funkcijom. Sta vise, iz (8.1.1) imamo

) — tim £ 15:205) ) = 15, 2(5)

u—0 u

Obrat tvrdjenja; posmatrajmo sada funkciju (8.1.4) i oznacimo sa G, opera-
tor superpozicije generisan tom funkcijom. Tada vrijedi:
F(z+h)(s) = Fz(s) —a(s)h(s) = f(s,z(s) +h) = f(s,z(s)) — g(s,0)h(s)
= g(s,h)h(s) — g(s,0)h(s)
= (Gh(s) — GO(s))h(s) .

Sada je ocigledno, da ukoliko je G neprekidan operator izmedju i, , i l, -/l -,
u tacki #, onda vazi:

F(z+h) — Fx = Ah +w(h) ,

|w(h)
[l

gdje je w(h) = (Gh — GO)h, pri cemu je limjp—o | = 0. Dakle, operator

F je Frechet diferencijabilan u tacki z. &

Primjetimo da prvi dio teorema daje oblik izvoda operatora superpozicije
na l, ,, dok drugi dio daje dovoljne uslove njegove diferencijabilnosti. Moguce
je dati uslove koji su i neophodni i dovoljni za diferencijabilnost operatora
superpozicije na [, ,, naime vrijedi:

Teorem 8.1.2. Neka su 1l < p,q < oo i neka operator F, generisan funkci-
jom f(s,u), djeluje izl,, ul,.. F je diferencijabilan u x¢ € l,, ako i samo
ako je f!(s,-) neprekidna u xo za skoro svako s € N.

Dokaz : (<)

Neka je f/(s,-) neprekidna u zg € [, ,. To znaci da je operator F generisan
funkcijom f)(s,u), neprekidan operator u tacki xo. Za proizvoljno h € [, ,
postoji € € 1, , takav da je 0 < {(s) < 1, za skoro svako s € N i takav da je

0

f(s,0(s) + h(s)) = f(s,20(s)) = 5-f (s, 2o(s))h(s)

o 0
= (%f(8,$0(3) +&(s)h(s)) — %f(s,xo(S))) h(s) .
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8.1. Diferencijabilnost operatora superpozicije

Ovo onda znaci

HF(QJO +h) — F(xg) — %f(s,:co)hnlw = || (%f(s,xo +&h) — % (s,xg)) h|
|12 f (s, 0 + Eh) — £ f (s, z0)I[ ||

Kako je po pretpostavci f/(s,-) neprekidna u zg, to pustajudi da ||h|| tezi
nuli imamo

IA

P + ) — Flan) — o (s, zo)hl| = of|Ih])

a ovo znaci da je operator F' diferencijabilan u xy.

(=)
Neka je operator F diferencijabilan u zy € [, ,. Tada postoji A = F'(zy) €
L(l,s,1,,) takav da je

F(zo +h) = F(zo) — Ah = o([[h[]) , [[h[]| =0

i pri tome je F'(zo)h(s) = a(s)h(s), gdje je a € l,./1,, dat sa (8.1.3). Ovo
znaci da je a(s) = fl(s,x0). Kako je F'(x() neprekidan operator to zbog
(8.1.2) zakljucujemo da i a(-) mora biti neprekidan, tj. f/(s,-) je neprekidna
funkcija. &

Kao direktnu posljedicu gornjeg teorema imamo

~

Posljedica 8.1.3. Neka su f(s,u) i f(s,u) = fl.(s,u), Caratheodory-jeve
funkcije, i© neka operator F' generisan funkcijom f, preslikava neki otvoren
skup O C l,» u ly,. Tada je operator F', posmatran izmedju l,, i l,,,
neprekidno diferencijabilan na O ako i samo ako operator superpozicije F ,
generisan funkcijom f, posmatran kao operator izmedju ly, i ly:/lpo, je
neprekidan na O. Pri tome vrijeds

F'(z)h=F(x)h (x€ O, hel,,). (8.1.5)

Primjetimo da ¢e neprekidnost operatora 2 slijediti iz ¢injenice da oper-
ator mnozenja nekom funkcijom a, ima normu jednaku ||al|;, ., ., -

Kompletirajmo ovaj dio slijede¢im rezultatom koji nam omogucava utvrditi
diferencijabilnost operatora superpozicije na svuda gustom skupu u {,, ,,

~

Teorem 8.1.4. Neka su f(s,u) i f(s,u) = f!(s,u) Caratheodoryjeve funkcije.
Neka operator ' generisan funkcijom f preslikava neki skup N C l,, w ly .
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8.1. Diferencijabilnost operatora superpozicije

Dalge, pretpostavimo da operator superpozicije G(x,h)(s) = g(s,z(s), h(s))
definisan funkcijom

[ A(f(s,utv) = f(s,u) ; v#£0
g(s,u,v)_{ o) 7

ima osobinu da za x € N, operator G(z,-) je neprekidan izmedju l,, i
lyr/lpo. Tada je operator F, definisan u nekoj okolini O od N, diferen-
cijabilan u svakoj tacki x € N i zadovoljava uslov (8.1.5) zax € N i h € I, ,.

Slijedeci teorem uspostavlja vezu izmedju kompaktnosti i diferencijabil-
nosti operatora supeprozicije na l, .

Teorem 8.1.5. Neka je U C [,, otvoren i neka je operator superpozicije
F U — l,., kompaktan i diferencijabilan u xo € U. Tada je i F'(zg) €
L(l,s,14-) kompaktan operator.

Dokaz : Neka je (z,)nen proizvoljan ogranicen niz u [,,. Kako je F

kompaktan, ne gubeci na opstosti, razmotrimo niz (zo + % )uen C U za
proizvoljno fiksno k € N, i k > K dovoljno veliko, takav da je (F'(zo+%))nen
konvergentan. Oznacimo sa M = sup{||z,[,  : n € N} i neka je e > 0
proizvoljan. Zbog diferencijabilnosti operatora F' u xy, postoji 6 > 0 takav
da

el[All

2M

za h €l,,, ||h]| <§. Sada za proizvoljne m,n,k € N imamo

IR = [|F(zo + h) = F(xo) = F' ()R] <

T Lm

F'(zo)w, — F'(20)tm = k [F’(xo> (?) — F'(x0) (7”

= k[R(Z2) - R() + F (v0+ ) = F (o + 2"

k k
Neka je k fiksiran i k > max{K, &}, Onda vrijedi

k

1 (o) — F (o) &mll,, .

< k||l )| m Gl e ) =7 (o 50) ]
k k k k
~ £ xT T
< k ~(lznll + llzm +F<x+An)—F(x+Am)H]
LWH 1+ el H o+ 2 o+
c ol (o))l
k k
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8.1. Diferencijabilnost operatora superpozicije

Kako je (F'(zo + **))nen Cauchyjev niz, to iz posljednjeg zakljucujemo da je
i1 (F'(x0)xn)nen takodje Cauchyjev niz, sa ¢ime je dokaz zavrsen.

Obrat gornjeg tvrdjenja u opstem sluc¢aju ne vazi.
Ispitajmo jo$ kondenziranje izvoda operatora superpozicije.

Teorem 8.1.6. Neka za neko xy € l,, operator superpozicije F' : U(xg) —
lyr (U(xg) neka okolina tacke xy). Neka je operator F (k,«)-ogranicen i
diferencijabilan v xo. Tada je i F'(xq) (k,«)-ogranicen.

Dokaz : Zbog diferencijabilnosti operatora F' u tacki z postoji F”(xy) €

L(l,s,1qr), te je F'(xo) neprekidan linearan operator i preslikava ograni¢ene
u ogranicene skupove. Prema tome ima smisla ispitivati kondenziranje oper-
atora F'(zg).

Neka je A ogranicen podskup od l,, (A C B.(l,,)) i neka je e > 0
proizvoljan. Zbog diferencijabilnosti operatora F' u xy, postoji 6 > 0 takav
da je

F(xg+h) — F(x) — F'(x9)h = R(h) , (8.1.6)
gdje je ||R(h)|| < e||h|| za svako h za koje je ||h|] < §. Kako je skup
A ograni¢en, mozemo izabrati 4 > 0 takav da je za proizvoljno = € A,
||pzx|| < §. Sada za proizvoljan h € A imamo

(o) = %F'(%)(Mh) ,

pa na osnovu (8.1.6)

F'(zo)h = i [F(zo + ph) — F(xg)] — @ : (8.1.7)

Oznacimo sa A* = {% [F(zo+ ph) — F(x)] : he A} isa
B={x¢€l,,: dist(x,A") <ec} .
Na osnovu (8.1.7) je F'(zg)h € B, za h € A. Prema tome, imamo

a(B) < «a(A*)+2ce
= %a(F(,uA)) + 2ce

< l/foz(pLA) + 2ce
0
= ka(A) + 2ce
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8.1. Diferencijabilnost operatora superpozicije

te zbog proizvoljnosti € > 0 vazi
a(B) < ka(A)

odnosno

a(F'(x9)A) < a(B) < ka(A) ,
tj. F'(zo) je (k,a)-ogranicen. &

Obrat ovog tvrdjenja, tj. tvrdnja da ako je F”(xy) a-kondenzirajuéi da je
i F' a-kondenzirajuci sa istom konstantom, u opstem slucaju nije tacna.
Posmatrajmo, kao primjer, operator F' : ¢y — ¢y (¢o prostor nula-nizova),
definisan sa

Fu(s) = 2%(s) .

Tada je u proizvoljnoj tacki zy € ¢y, F'(zo)h = 3x3(s)h , h € ¢y, pa je
skup A = {F'(z9)h : h € ¢y} kompaktan ( zbog mnozenja sa nula nizom
3(x3(1),23(s),--+)). To onda znaci a(A) = 0, tj. F’ je a-kondenzirajuéi
sa konstantom k = 0 (F’ je kompaktan operator). Sa druge strane je
F(B(0,1)) = B(0,1), pa je F' a-kondenzirajuéi sa konstantom &k > 1.

Ipak, postoji veza izmedju ovih uslova i ona je iskazana sa

Teorem 8.1.7. Neka je U C I, , otvoren i konveksan skup, ¢ neka je operator
superpozicije F' : U — 1, . diferencijabilan na U. Ako je sup{||F'(z)| : = €
U} =m < oo tada vazi

[[F(21) = F(x2)|li,, < mllzy — 22|, » 21,22€U .

Dokaz : Neka su 1,2y € U proizvoljni. Zbog konveksnosti skupa U,

xy = try + (1 —t)xe € U za svako t € [0,1]. Na osnovu Hahn-Banachovog
stava, postoji g € [; - takav da je

g(Fay — Fry) = |[Fay — Faoll,, -, lgll =1
Definisimo funkciju u : [0,1] — R sa
u(t) = g(Fy) .

Kao komporzicija neprekidnih i u je neprekidna funkcija na [0,1]. Takodje
kao kompozicija diferencijabilnih funkcija ona je i diferencijabilna na (0, 1) i
pri tome je

u'(t) = g(F'(z)(z2 — 21)) . t€(0,1).
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8.1. Diferencijabilnost operatora superpozicije

Kako je ||g|| = 1, sada je
0] < I @l — arlly, < miles = 2l
Kona¢no imamo
[Fas — Faull, = g(Fry — Fai) = [u(l) —u(0)] < m lzz — x4,
sto dokazuje tvrdnju. o

Iz veze Lipschitzovog uslova i kondenziranja, zakljucujemo da pod gornjim
uslovima iz a-kondenziranja operatora F’(x) slijedi da je i F' a-kondenzirajudi.
Sta vise, moze se pokazati da je m najmanja Lipschitzova konstanta za F'.

8.1.1 Asimptotska linearnost operatora superpozicije

Definicija 8.1.2. Operator F' koji djeluje izmedju normiranih prostora X
i Y, nazivamo asimptotski linearnim (ili diferencijabilnim u beskonacnosti)
ako se za dovoljno velike x moze prikazati u obliku:

Fr= Az + w(x) ,
gdje je A linearan operator izmedju X i Y, a w zadovoljava uslov

w@)l

llel|—co |||

Operator A nazivamo asimptotski izvod od F' i vazi:

F(th
Fl(oo)h = tim L) e x)
t—o00 t

Analogon Teoremi 8.1.1 za diferencijabilnost u beskonac¢nosti glasi:

Teorem 8.1.8. Neka je operator F', generisan funkcijom f(s,u) i posmatran
izmedju L, , i ly -, asimptotskr linearan. Tada vazi

F'(o0)h(s) = ano(s)h(s) (8.1.8)

gdje je aoo € ly 7/l 0.
Suprotno, ako aoo € ly+/lps @ ako postoji b € l,./l,, sa osobinom da za
svako € > 0 postoji a. € 1y tako da

| f(s,u) — aco(s)ul < ac(s) +eb(s)[ul ,
onda je F' asimptotski linearan izmedju l,, @ l, . © njegov asimptotski izvod

je dat sa (8.1.8).
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8.2 Analiticnost operatora superpozicije

Neka je U C X ineka je F: U — Y (X,Y Banachovi prostori), neprekidno
Frechet diferencijabilan na U. Ako je dF : U — L(X,Y) diferencijabilan
u zg € U, kazemo da je F' dva puta Frechet diferencijabilan u xq i sa F”
oznacavamo drugi izvod operatora F' . Pri tome je

F"(z0) € L(X,L(X,Y))) ,

F"(z0)hy € L(X,Y)
F,/(Io)hlhg = F,/(ZEo)(hl, hg) ey s

za sve hy, hy € X.

Induktivnim nacinom definiSemo n-ti Frechetov izvod operatora F. Pri
tome je F) (x0)(hy, ho, ..., hy,) simetricna n-linearna forma.

Postoje razli¢iti na¢ini definisanja izvoda nelinearnog operatora. Jedan
od najcesce koristenih je Frechet-Taylorov izvod.

Definicija 8.2.1. Operator F' koji djeluje izmedju Banachovih prostora X
i Y nazivamo n-puta Frechet-Taylor diferencijabilnim u unutrasnjoj tacki
domena operatora F', ako je moguca reprezentacija

F(z+h)—Fr=>Y AhF+w(h),
k=1

gdjeje Ay (k =1,2,...,n) neprekidna k-linearna forma (tj. AphF = Ay(h,h, ...

gdje je A multilinearna forma iz X x X x --- x X uY), a w zadovoljava

lim Hw(hw:()_
lIhll—0  [|R]|"

Operator k!'A; (k= 1,2,...n) nazivamo k-ti Frechet-Taylorov izvod F®)(z)
operatora F' u tacki x.

Sada ¢emo formulisati teorem o reprezentaciji k-tog izvoda nelinearnog
operatora superpozicije,

Teorem 8.2.1. Neka su X 1Y idealni prostori i neka je f sup-mjerljiva
funkcija. Neka je operator superpozicije F generisan funkcijom f, n-puta
diferencijabilan uw x € X. Tada izvod F®) (x) (k=1,2,...,n) ima formu

F®(2)hE(s) = ap(s)hF(s) , he X, (8.2.1)
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gdje

k—1 j
ouls) = lim [ﬂs, (s) +u) = fls.a(s) = 3 aAs)%] (8:2:2)

Jj=1

pripada prostoru Y/ X*.
Suprotno, neka je G,, operator superpozicije generisan funkcijom

(s ) :{ L [#s () + 1) = F(5,2(5)) - iy anl)] w0,
0 ;ou=0,

neprekidan iz X uwY/X"™ u tacki 0, tada je F n-puta diferencijabilan u x, i
vazi (8.2.1).

U raznim primjenama nelinearne analize, od velike koristi je raspolagati
uslovom analiti¢nosti operatora.

Definicija 8.2.2. Operator F' koji djeluje izmedju idealnih prostora X i Y
nazivamo analitickim u unutrasnjoj tacki xy domena D(F') ako je moguca
reprezentacija

F(xo+h) — F(x) = i Aph® (8.2.3)

za dovoljno male ||h||, gdje Ax (k =1,2,...) su neprekidni k-linearni opera-
tori.

Red u (8.2.3) konvergira uniformno na nekoj kugli B,(X); supremum p,
svih ovakvih p naziva se radius konvergencije reda u (8.2.3) i izracunava se
po formuli

-1
Pu = [lim sup ||Akhk||11<] . (8.2.4)

k=00 ||n||<1

Sta vige, red u (8.2.3) konvergira apsolutno na skupu S, = {h: p.(h) < 1},
gdje je
_ 111
palh) = [T |4 M|
Ako oznacimo sa p, = inf{p,(h) : ||h]| < 1}, tada vazi 0 < p, < p, < 0.

Da bi smo definisali jednu vaznu klasu idealnih prostora navedimo sli-
jedecu lemu,
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8.2. Analiti¢nost operatora superpozicije

Lema 8.2.2. Neka je X idealan prostor. Slijedeca tri tvrdjenja su ekviva-
lentna:

1. Funkcional H je ogranicen na nekoj kugli B(0,r) sa radijusom r > 1.
2. Funkcional H je ogranicen na svakoj kugli B(0,r) sa radijusom r > 1.

3. Funkcional H je polinomijalnog rasta tj. zadovoljava nejednakost
H(z) <c(l+|z]]*), ve X
za neke pozitivne konstante c 1 k,
gdje je funkcional H definisan sa (2.1.1).

Idealni prostor X nazivamo A-prostorom (X € A), ako funkcional H
zadovoljava jedan od tri uslova prethodne leme. Sada ¢emo navesti rezul-
tat o analiticnosti operatora supepozicije na As-prostoru, koji je izuzetno
degenerativan,

Teorem 8.2.3. Neka su X 1Y idealni prostori i neka je Qq =0 i X € A,.
Neka je f sup-mjerljiva funkcija, i neka je operator superpozicije F', generisan
funkcijom f i posmatran kao operator izmedju X 1Y, analitican u okolini
neke tacke x € X. Tada je F polinomijalni operator na X.

Kako su Lebesgueovi prostori As-prostori, prethodni teorem se prenosi
na njih. Sta vise, polinomijalnost takvog operatora koji djeluje iz L,u L, je
stepena ne veceg od Pﬂ . Ipak zahtjev za As-prostorom je veoma restriktivan,
sta vise [, , ¢ Ay pa za nas taj uslov u ovom radu nije ni bitan. Medjutim,
za ocekivati je tada da ¢e klasa operatora biti nesto Sira, ali to za sada ostaje
otvoreno pitanje. Navedimo samo slijedeé¢i rezultat koji uz analiticnost u
jednoj tacki domena obezbjedjuje analiticnost operatora na skupu.

Teorem 8.2.4. Neka je operator superpozicije F' generisan funkcijom f, pos-
matran izmedju l, , 1 l, -, analitican v tacki xg € l,,. Neka je p, poluprecnik
apsolutne konvergencije reda u (8.2.3). Tada je F analitican u svakoj tacki
skupa X(B(xo, pa)). Osim toga je funkcija f analiticna u zo(s) (s € N), .

f(S,Z'()(S) + U) - f(87$0<3)) = Zan(s)un )
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gdje red na desnoj strani konvergira za |u| < §(s)pa; pri tome funkcije ay,
(n € N) definisu n-linearne forme

A h"(s) = an(s)h"(s)
d(s) = sup{|z(s)| : z € B(zo,pa)} -

8.3 Komentari i reference

Rani rezultati M.M. Vajnberga ([27]), M.A. Krasnosel’skog ([16]) i P.P. Zabre-
jka ([31]) o diferencijabilnosti operatora superpozicije, davali su ili neophodne
ili dovoljne uslove i radjeni su na Lebesgueovim i Orliczevim prostorima.
Neophodne i dovoljne uslove diferencijabilnosti na Lebesgueovim prostorima
dao je W.S. Wang ([38]), a Teorem 8.1.1 je njegov analogon za [, , prostore.
Teoremom 8.1.2 okarakterisana je diferencijabilnost operatora superpozicije
preko osobina funkcije generatora sto predstavlja pojednostavljenje uslova
diferencijabilnosti u odnosu na Teorem 8.1.1. Teorem 8.1.4 mozemo nad¢i u
razlicitim formama kao npr. u [30], a ovdje smo iskazali analogon teorema
iz [3], za slucaj l,, prostora. Napomenimo da je ve¢ Krasnosel’skij u [16]
pokazao da svaki diferencijabilan operator superpozicije iz L, u L, " degener-
ira” u linearan, ako je p = ¢, odnosno u konstantan operator, ako je p < q.

Generalni rezultati o diferencijabilnosti mogu se iskazati i preko funkcije
rasta. Tako, ako posmatramo operator superpozicije F, generisan funkci-
jom f(s,u) = f(s,x(s) +u) — f(s,2(s)) — a(s)u, gdje je a dato sa (8.1.3),
diferencijabilnost operatora superpozicije F' ekvivalentna je ¢injenici da je
pp(r) = o(r) kad r — 0. Ovakav nac¢in posmatranja zahtjevao bi pozna-
vanje eksplicitne forme funkcije rasta nelinearnog operatora, sto je, kako smo
to veé ranije naglasili, moguce samo u posebnim sluc¢ajevima (Lebesgueovi i
Orliczevi prostori).

Teorem 8.1.5 uspostavlja vezu izmedju diferencijabilnosti i kompaktnosti
operatora superpozicije, ali kao sto se pokazuje npr. u slucaju Lebesgueovih
prostora, [26], obrat tvrdjenja ne vazi, dok za slucaj [,, prostora ostaje
otvoreno pitanje.

Teorem 8.1.6 i Teorem 8.1.7, daju nam vezu izmedju diferencijabilnosti
i kondenziranja operatora, koja je logi¢na s obzirom na vezu Lipschitzovog
uslova i uslova kondenziranja, a detaljnije o vezi Lipschitzovog i Darbouovog
uslova moze se naci u [7].
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Ovim vezama se proSiruju mogucnosti ispitivanja egzistencije fiksne tacke
za operator supeprozicije na [, , prostorima, a samim tim i primjene teorije
fiksne tacke u rjesavanju beskonacnih nelinearnih sistema.

Asimtotsku linearnost prvi je ispitivao M.A. Krasnosel’skij u [16], a njenu
vaznost u teoriji operatorskih jedna¢ina mozemo vidjeti u [20].

Glavni rezultat o analiticnosti operatora superpozicije izmedju idealnih
prostora X 1Y, sa X € Ay (Teorem 8.2.3), dat je u [4], i bio je jednim od
razloga ne izucavanja analiti¢nosti operatora superpozicije na drugim pros-
torima. Tako je pitanje, da li se analiticki operator na [, , svodi na operator
generisan polinomom, i dalje otvoreno jer l,, ¢ Ay. Teorem 8.2.4 je speci-
jalan slucaj teorema o analiti¢nosti za idealne prostore, navedenog u [4].
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Glava 9
Slucaj p = o0 ili ¢ = o©

U dosadasnjim analizama operatora superpozicije, razmatrali smo slucajeve
kada su 1 < p,q < co. Ako je p ili ¢ jednako beskonacno, pokazuje se da su
iskazi teorema, a samim tim i dokazi drugaciji.

Napomenimo ovde, da ako bismo posmatrali prostor / , sa normom (1.2.3),
da ne bi doslo do bitnog narusavanja smisla tog prostora, morali bi uvesti
dodatno ogranic¢enje na tezinsku funkciju, tj. da je o € [, ali to bi opet
znacilo da je I = lw,. Zbog svega recenog, posmatrat ¢emo samo stan-
dardni prostor ograni¢enih funkcija [.

9.1 Djelovanje, ogranicenost i neprekidnost
za slucaj p=oo ili ¢ =0

Teorem 9.1.1. Operator superpozicije F', generisan funkcijom f djeluje iz
lpo ull (ls), akko vazi:

lim fs,u) =0 (a0l f(5,)] < o)

§—00,u—

U tom slucaju operator F' je uvijek ogranicen. F' je meprekidan akko je
funkcija f(s,u) neprekidna po u za svako s € N ( neprekidna ravnomgjerno u
odnosu na s € N ). Pri tome vaZi:

pr(r) = sup |f(s,u)l

Ju|<r

WF(T7 6) = sup \f(s,u) - f(S,’U)‘

ful Jol <rJu—v| <6
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Teorem 9.1.2. Operator F' djeluje iz 12, ul,. (1%, ls respektivno ), akko
postoji n € N i postoji 6 > 0 tako da je

[f(s,u)] < als) , (s=mn,|ul <9)
zaneko a €l,., (a €1, a €ly ). Utom sluéaju F je wvijek ogranicen. F
je neprekidan akko je funkcija f(s,u) neprekidna za svako s € N ( za svako
s € N, uniformno po s € N ).

Teorem 9.1.3. Operator F djeluje iz loo u ly, (12, loo respektivno ) akko
za svako r > 0 postoji a, € ly,, (ar €12, a, € l ), tako da je

[f(s,u)] < an(s) , (Jul <7, 0<r<oo)
U tom slucaju operator F' je wvijek ogranicen. F je meprekidan akko je

funkcija f(s,u) neprekidna za svako s € N ( za svako s € N, uniformno
poseN ).

9.2 Komentari i reference

Rezultati izneseni u ovoj glavi ekvivalentni su odgovarajué¢im rezultatima
dobijeni u [11]. Razlog ekvivalentnosti lezi u ¢injenici da posmatrani tezinski
prostor [ » se poklapa sa prostorom [, kao sto je to napomenuto u uvodnoj
glavi.

99



Glava 10

Beskonacni sistemi
Hammersteinovog tipa

10.1 Jedna primjena rezultata o operatoru
superpozicije
Primjenom wvarijacionog metoda dat ¢emo uslove o postojanju rjesenja bes-

onacnog sistema jednacina Hammersteinovog tipa na [, ..
Posmatrajmo jednacinu:

z(n) = Zk(n,s)f(s,x(s)) , (10.1.1)

gdje je k(n, s) pozitivno definitno jezgro, tj. beskonacna simetri¢na matrica.
Relacija (10.1.1) je diskretni analogon Hammersteinove integralne jednacine.
Sa K obiljezimo linearni operator generisan jezgrom k(n, s)

K¢(n) =Y k(n,s)p(s) ,neN. (10.1.2)

Neka je f(s,u) Caratheodoryjeva funkcija koja generise nelinearni operator
superpozicije:

Fa(s) = f(s2(s))
Tada jednacina (10.1.1) dobija blik:

r=KFz . (10.1.3)
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10.1. Jedna primjena rezultata o operatoru superpozicije

Pri tome, za 1 < py < 21 ¢ takav da pio + qio =1, neka vazi

DY [k(n, s)mertol < oo (10.1.4)
n=1 s=1

onda operator K zadovoljava slijedece osobine:

(a) Operator K preslikava svaku funkciju iz [, , u funkciju iz odgovarajucéeg
lq,o (%"—5217 Po §P§2)

(b) Operator K, posmatran kao operator iz l,, u l,, (+ + % =1, pg <

1
p
p < 2), je neprekidan operator.

(c) Operator K, posmatran na ls,, je samokonjugovan, pozitivno definitan
operator.

Pri tome vaze slijedeca tvrdjenja:

Teorem 10.1.1. Operator A = K= je neprekidan operator iz loo ulgs 2a
2<q<q, (;-+,=1.

Teorem 10.1.2. Operator K, posmatran iz l, , v l, ., dopusta razlaganje
K = AA”

gdje je A neprekidan operator iz lo, u lys, po < p < 2, a operator A*,
konjugovan operatoru A, djeluje u tom slucaju iz l, , u lo,, (% + % =1)).

Teorem 10.1.3. Ako je K potpuno neprekidan operator onda je takav i
1
operator A = K=,

Pretpostavimo da operator K djeluje iz [, , u [, ,, (% + % =1, q>2).
Prema Teoremi 10.1.2, operator K dopusta razlaganje
K = AA" | (10.1.5)

a prema osobini b), on je tada neprekidan, tj. ogranicen.
Sa gornjim pretpostavkama jednacinu (10.1.3) mozemo sada pisati:

r=A"FAx (10.1.6)
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10.1. Jedna primjena rezultata o operatoru superpozicije

na prostoru s ,, u tom smislu §to svakom rjesenju ¢ € Iy, jednacine (10.1.6)
odgovara rjesenje Ay € l,, jednacine (10.1.3) i obratno, svakom rjesenju
¢ € l,, jednacine (10.1.3) odgovara rjesenje A*F¢ € Iy, jednacine (10.1.6).
Za funkcional Golomba

z(s)
o) =3 [ fsu)du.
seN V0
znamo da je grad® = F, pa je operator [ — A*F' A, gradijent funkcionala
1 1 Az(s)
V() = s(v,2) — PAz = (v,7) — Z/ f(s,w)du (10.1.7)
2 2 seN V0

definisanog na Iy .
Sada mozemo iskazati glavni rezultat:

Teorem 10.1.4. Neka operator (10.1.2) dozvoljava rastav (10.1.5), i neka
operator superpozicije F' djeluje 12 1, » u l,,. Neka je zadovoljen uslov:

/u f(s,u)du < gu2 +b(s)ul*" +c(s) , (10.1.8)
0

s € N, uER,igdjej60<7<2,b€l%,cel1ia<)\51, gdje je Ao
najveca sopstvena vrijednost operatora K. Tada jednacina (10.1.1) ima bar
jedno rjesenje u l, .

Dokaz :

Za dokaz teoreme dovoljno je pokazati da je funkcional (10.1.7) rastudi.

Az(s)
U(z) = %(x,a:)—Z/o f(s,u)du

seN

> L)~ 53 (Axls)) — 3 bls)|Aas) T — 3 els)

> 2 ww) — Sho(e,7) - (Z(b@ﬁ) A () = Y ()
seN seN

= IO e e
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10.1. Jedna primjena rezultata o operatoru superpozicije

A
gdje smo stavili da je b = (ZSQN(b(s))%> ’ )\é *ie= ) nc(s). Jasno je
sada da W(x) — oo, pustajuéi da ||z|| — oo, tj. funkcional ¥ je rastuéi. Zbog
oblika funkcionala i ¢injenice da je rastudi, on postize svoju minimalnu vri-
jednost na [, ,, a zbog principa varijacionog metoda, to je i rjeSenje jednacine

(10.1.1). &

Uslovi prethodne teoreme su , svakako, zadovoljeni ako funkcija f(s,u)
osim uslova (10.1.8), zadovoljava

|f(s,u)] < a(s) +blulf™" | (a€ly,,b>0), (10.1.9)

a jezgro k(n, s) zadovoljava

DN k(n, s)|m P < 0o

seN neN

Uslov (10.1.9) se naziva klasiéni uslov p-rasta.

Prethodni teorem se moze iskazati i na slijede¢i nacin:

Teorem 10.1.5. Neka operator A = Kz djeluge iz ly » u l, 5 @ neka je potpuno
neprekidan. Neka operator I' : 1, , — lo, Ny, @ neka je zadovoljen uslov
(10.1.8). Tada jednacina (10.1.1) ima bar jedno rjesenje.

Dodatni uslov za operator F' je zahtjevan zbog slijedeceg:
Egzistencija rjesenja jednacinu (10.1.6) ekvivalentno je postojanju rjesenja za
jednacinu ¢ = AA*F¢. Da bi smo iz posljednje jednacine presli u jednacinu
¢ = KF¢, neophodno je znati da operator AA* na elementu F¢ prima
vrijednost istu kao i operator K. Operatori AA* i K primaju iste vrijednosti
na ly, N, ,, te odatle i dodatni uslov u pretpostavkama teorema.
Navedimo jo$ jedan slucaj Teorema 10.1.4:

Teorem 10.1.6. Pretpostavimo da je jezgro k(n, s) ograni¢eno i neka funkcija
f(s,u) zadovoljava uslov (10.1.8). Neka je dalje, za proizvoljno x € l,,,
zadovoljen uslov

Do sz <o (p>1),

seN

Tada jednacina (10.1.1) ima bar jedno rjesenje.
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10.2 Komentari i reference

Za rjesavanje posmatranog beskonacnog sistema, koristi se poznati varijacioni
metod. Sustina te metode je da za posmatranu jednacinu

Az =10, (10.2.1)

konstruisemo takav operator A;, koji je gradijent nekog funkcionala ¥, zadan
u nekom funkcionalnom prostoru, tako da su rjeSenja jednacine (10.2.1)
ujedno i rjesenja jednacine A;x = 0. Zatim za dati funkcional dokazujemo
postojanje minimalne ili maksimalne vrijednosti. Postojanje tacke u kojoj
se dostize ekstrem obezbjedjuje uslov da je grad¥ = 6, pa je dakle ta tacka
rjesenje jednacine (10.2.1). Za primjenu ovog metoda neophodno je pozna-
vati dovoljno Sirok izbor nelinearnih operatora koji se javljaju gradijentima
jednostavnih funkcionala. Mi smo ovdje koristili funkcional Golomba ®, koji
jeste diferencijabilan i za koga je grad® = F ([16]). Osim toga koriStene
su osobine linearnog operatora K ( Teorem 10.1.1, Teorem 10.1.2 i Teorem
10.1.3) koje su pruzete iz [16].

Teorem 10.1.4 je originalan rezultat i njegova dalja poboljsanja su moguca,
s obzirom na konveksnost L-karakteristike djelovanja operatora superpozicije
F.

Osim izlozenog metoda, koji posmatra klasi¢ni uslov p-rasta, moguce je
posmatrati i opstiji slucaj prirodnog (p, q)-rasta ([23]), koji je takodje varija-
cioni metod.

Od metoda za rjesavanje jednacina Hammersteinovog tipa spomenimo
jos Sheferov metod ([32], [35]), kao i metode bazirane na teoriji o fiksnoj
tacki, od kojih se u daljem radu o¢ekuju novi rezultati. Spomenimo jos da se
beskonaé¢ni sistemi Hammersteinovog tipa cesto pojavljuju u teoriji slucajnih
procesa i teoriji haosa.
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