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3

[Poglavlje]

U ovom poglavlju govorit ¢emo o drugoj vaznoj osobini proizvoljnog preslikavanja, o diferencijabilnosti.
Ovdje ¢emo pretpostavljati uvijek, ako drugacije nije naglaSeno, da svaka tacka domena Dy
posmatranog preslikavanja, pripada tom skupu zajedno sa nekom svojom okolinom, to jest pretpostavljat
¢emo da je skup Dy otvoren. U nekim razmatranjima bit ¢e neophodna i osobina povezanosti
(koneksnosti) tog skupa. Za takav skup (otvoren i povezan) reéi ¢emo da je oblast u prostoru R™.

3.1 Izvod u pravcu
Za funkciju ¢ : R =+ R, izvod u tacki ¢ € Dy definisali smo sa

& (o) = lim (o + h) — d(z0)

h—0 h ’

(3.1)

i geometrijski, predstavljao je nagib tangente prema x osi (to jest najbolju linearnu aproksimaciju)
na krivu ¢ u tacki (zo, ¢(zg)) ili trenutnu mjeru promjene funkcije ¢(x) u odnosu na varijablu
x, kada je x = xg. Kao uvod za nalazenje ovakve "najbolje linearne aproksimacije” za funkciju
f:R™ = R, pokusat éemo iskoristiti, to jest generalizovati (3] da bi realizovali ideju "nagiba” i
”mjere promjene” za ovakvo preslikavanje.

z

Kod funkcije jedne varijable, moguénosti kretanja
po grafu su bile samo "naprijed” i "nazad”. Graf
funkcije dvije varijeble je povrs u R® prostoru, a
kretati iz neke tacke na tom grafu mozemo uraditi
na beskona¢no mmnogo nacina, to jest krenuti
iz tacke mozemo izvesti u beskonatno mnogo
pravaca. Proizvoljna tacka na grafu funkcije
dvije varijable je oblika (z,y, f(z,y)), pri ¢emu
je tacka (x,y) iz domena funkcije. Ocigledno 5
pomjeranje tacke na grafu funkcije je uzrokovano
pomjeranjem tacke u domenu.

Posmatrajmo funkciju f : R> — R, definisanu sa

flay) =4-22% —y*

Ciji je graf prikazan na gornjoj slici.
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3.1. Izvod u pravcu

Ukoliko zelimo da vizualiziramo kretanje po
ovom grafu (povrsi), nagib puta po kome se
kreéemo prema xzOy ravni, ovisi od polazne
tacke ali i od pravca naseg kretanja. Naprimjer,
neka je startna tacka p = (1,1,1) na povrsi
i neka je pravac kretanja odreden vektorom
v’ = (=1,—1,3). Ovo e uzrokovati kretanje ka
”vrhu” grafa i jasno je da je "mjera promjene”
rastuc¢a. Medutim, ako se iz iste tacke kreéemo
u pravcu vektora —v’, onda ”silazimo niz graf”,
to jest "mjera promjene” je opadajuca. Obje ove
moguénosti naznacene su na slici crvenom bojom.

Ako iz iste tacke krenemo u pravcu vektora w’ = (%, -1, 0)7 vidimo da je putanja kretanja po
elipsi 222 + y? = 3 (pravac kretanja je paralelan 2Oy ravni), to jest ”obilazimo” oko grafa, pa je
”nagib” bez promjene, a time i "mjera promjene” je 0. Ova mogucénost kretanja je na slici prikazana
plavom bojom. Dakle, govoriti o ”"nagibu” na graf funkcije f u tacki, zahtijeva specificirati pravac
kretanja.

Kretanju na grafu iz tacke p, u pravcu vektora v’, odgovara kretanje u domenu funkcije, iz tacke
x u pravcu vektora v = (—1,—1) (projekcija tacke i vektora u 2D prostor). Analogno, kretanju
u pravcu vektora w’, odgovara kretanje iz £ u praveu w = (%, 71). Dakle, ukoliko se kre¢emo iz
tacke £ = (1,1) u pravcu vektora

v 1
Rl T VoA

(normiranje vektora vrsimo iz prostog razloga $to se time pravac i smjer vektora ne mijenjaju, pa
¢emo "veli¢inu” pomjeranja u pravcu takvog vektora diktirati sa veli¢inom t) tada izraz

flx+tu) - f(z)
t Y

za proizvoljno t, ¢e predstavljati aproksimaciju nagiba na graf funkcije f u tacki x, u pravcu u.
Uradimo malo racuna.

(i) (8
33(1\/§t+§)
3\/§t37t2t(3\/_%> .

fl@+tu) - f(z)

Kao §to smo to radili sa funkcijama jedne varijable, dijeleéi posljednji izraz sa t i pustajuéi da ¢
tezi ka 0, dobili bi egzaktan nagib na graf, u tacki ¢, u pravcu u. Iz gornjeg onda imamo

iy L@ 1) — [(2) m(3\/5—%) —3v2 .

=1
t—0 t t—0

Dakle, nag graf ima nagib od 3v/2 (naravno da ova veli¢ina izrazava tangens ugla pod kojim se
kre¢emo) ukoliko startujemo iz tacke x = (1,1), u pravcu vektora u. Slicnim ra¢unom bi dobili da
je u praveu —u nagib —3+v/2, odnosno u pravcu vektora

w2 (1 1)
lwl| 5 \2 ’

nagib je 0.
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3.2. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Definicija 3.1.1. Neka je funkcija f : R™ — R definisana u nekoj otvorenoj kugli oko tacke x.
Za dati vektor u, izraz

)

ukoliko limes postoji, nazivamo izvod u pravcu funkcije f, u pravcu vektora w, u tacki x.

z

nagib u proizvoljnom pravcu

Slika 3.1: Izvod u praveu: D, f ().

Na primjer, za funkciju f(x) = f(x,y), izvod u pravcu vektora u = (u1, uz2) je

Duf(@) = lim f((z,y) +tt(u1,u2)) i f(x+tu1,y+ttu2) —f(ay)

PRIMJER 1 : Prema gornjem razmatranju, za funkciju f(z,y) = 4 — 22? — ¢?, za tacku ¢ = (1,1) i vektor u =

—L (1) je

f(1-51-%)-fa

Duf(1,1) = lim - =3V?2,
1+ &1+ %) -1
D_uf(1,1) = lim v — _3V2,
t—0 t
a za vektor w = % (%, 71) je
(1+L71_ Zt)_f(171)
Dwf(1,1) = lim V5 E —0.
t—0

3.2 Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Kao $to smo vidjeli u prethodnoj sekciji, za funkciju vise varijabli ne mozemo jednostavno govoriti
o izvodu te funkcije, to jest mozemo govoriti o izvodu ali pri tome moramo znati pravac kretanja, i
tada ustvari govorimo o izvodu u pravcu. Pravac u kome nalazimo izvod funkcije vise varijabli moze
biti proizvoljan, ali pravci odredeni baznim vektorima prostora domena su od posebne vaznosti.
Neka su ey, es, ..., e, standardni vektori baze prostora R™,

e; =(1,0,0,...,0) , e2=(0,1,0,...,0) --- e, =(0,0,0,...,1) .
Posmatrajmo funkciju f : R™ - R
f(.'l:) = f(zlaz% 7xn) )

koja je definisana u nekoj okolini U, tacke @ = (a1, as,...,a,) € R™. Razmotrimo za trenutak
funkciju g : R — R, uvedenu na sljedeéi nacin

g(y) = f(y7x25$35 ;In) 5
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3.2. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

to jest definiSemo je preko funkcije f, tako $to pocev od druge, sve varijable drzimo fiksnim (ne
mjenjamo ih), a samo prvu shvatimo kao varijablu. Dakle, tada je g funkcija jedne varijable pa na
nju mozemo primjeniti jednakost (B.1I),

() = lim 9y + tz —9(y)

Ali tada imamo

g(z1 +1t) — g(z1)

’ o .
I
— lim flzr +t, 29, .., 20) — f(21,22, ..., 2p)
t—0 t
- 1 f((il?l,l'g,...,xn)+(t,0,...,0))*f(l‘l,xg,...,xn)
= 1m
t—0 t
L fletter) — flx)
- lim ! ~ Def(@).

Vidimo da je izvod funkcije g u tacki x; u stvari izvod u pravcu funkcije f u tacki z, u pravcu
vektora eq.

Na isti na¢in smo mogli fiksirati proizvoljnu k-tu promjenljivu (k € {1,2,...,n}) funkcije f, to jest
staviti da je g(y) = f(x1, %2, ..., Tk—1, Y, Tht1, ---, Tn) 1 zakljuciti da bi vrijedilo

g'(xx) = De, f() -

z
nagib u pravcu| y ose

nagib u pravcu x ose

Definicija 3.2.1. Neka je funkcija f : R — R definisana u nekoj okolini tacke a i neka je
e, (ke€{1,2,...,n}) k-ti vektor standardne baze u R™. Ukoliko postoji, izvod u pravcu De, f(a)
nazivamo parcijalni izvod funkcije f po promgenljivoj xy, u tacki a.

Naravno da smo pojam parcijalnog izvoda mogli uvesti i na mnogo formalniji nacin, uvodedéi
pojmove prirastaja.

Definicija 3.2.2. Neka je U, C R™ okolina tacke a = (a1, az,...,an) 1 € = (1,22, ..., &Tn) € Uy

proizvoljna. Razliku
Axp=xp—ar ; k=1,2,...,n

naziwamo prirastajem varijable xy, a razliku

Amkf(m) = f(xla ey T + Axkv 7xn) - f(xh 7xn)

nazivamo parcijalnim prirastajem funkcije f po promjenljivoj xy, u tacki x.
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3.2. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

Primje¢ujemo da parcijalni prirastaj funkcije n promjenljivih dobijamo tako §to vrsimo promjenu
samo jedne varijable dok ostale varijable drzimo fiksnim. Za funkciju dvije varijable imali bi
parcijalne prirastaje,

pri ¢emu posmatramo promjenu funkcije f samo u pravcu z-ose, odnosno samo u pravcu y-ose.

Definicija 3.2.3. Ako postoji grani¢na vrijednost

AYAC))

lim — lim f(ala oy Loy "'aan) — f(ala - Ay "'aan)
Nxp—0  Axy Tp—ag T — g

Y

naziwamo je parcijalni izvod funkcije f po promjenljivoj xx u tacki a.
U razlicitim knjigama matematicke analize nalazimo razne oznake za parcijalne izvode, kao

npr.
of
Son s fan s Danf s Sar”

Mi éemo najcescée koristiti oznaku a—f, zato primjetimo da ovdje nismo koristili oznacavanje koje
g
d
smo imali kod funkcije jedne promjenljive, to jest oznaku d—f Razlog za to je ¢injenica da izraz
x

of

—— ni u kom slu¢aju ne mozemo shvatiti kao dijeljenje (9f sa dx), $to jeste bio sluéaj sa izrazom

o
I = p(w)d).

dz

PRIMJER 2 : Koristeéi se definicijom parcijalnog izvoda odrediti iste za funkciju f : R?> — R, zadatu sa f(z,y) = zy.

of _ o flet+Azy) — flry) . (et An)y—zy
Ox (@) = Alalcrgo Ax N Alalcrgo Az =Y
aof _ o fly+Ay) — flzy) . z(y+Ay) —zy
oy ¥ = A% Ay B R VR

Osim izracunavanja parcijalnih izvoda po definiciji, tehnika odredivanja parcijalnih izvoda se
ni u ¢emu ne razlikuje od tehnike izra¢unavanja izvoda funkcije jedne promjenljive. Pri nalazenju
parcijalnog izvoda po promjenljivoj x, sve ostale promjenljive shvatamo kao konstante, a nalazimo
izvod po xj, koristeéi pravila i tablicu izvoda funkcija jedne promjenljive.

PRIMJER 3 : f(z,y) = %

0 0
of _Yo:"  "8gY _y-0_1
ox y? y? y

Tr—x

of _ Yoy "oyt _0-x_ =«
oy y? vy

Kod funkcije jedne varijable y = f(z), ako je z = g(t), imali smo pravilo izvoda slozene funkcije
y = f(g(t)) (pravilo kompozicijeili lancano pravilo), koje glasi
g _dfde
dt  dxdt’

Pravilo kompozicije moramo takode imati i kod funkcija vise varijabli. Pokazatemo to pravilo
za funkciju dvije varijable, a ono se jednostavno prenosi na funkcije sa n varijabli. Kao prvo
razmotrimo slucaj kada je f funkcija dviju varijabli i g funkcija jedne varijable, to jest posmatrajmo
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3.2. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

sluéaj kompozicije z = g(f(x,y)). z je ovisna o dvije varijable pa njene parcijalne izvode racunamo

po pravilu:
0z dg af 0z dg g

or df Ox ' Oy df oy

PRIMJER 4 : f(z,y) = sin(zy — y).

5} 0 .
%(w,y) = (%sin(xy—y) 8—£($7y) = a—ysm(wy—y)
= cos(oy — 1) pe(oy — 1) — cos(ay =) (@5 =)
0
= cos(ay—y) (a— ¥ — cos(ay— 1) (o)~ 50
= ycos(zy —y) . = (z—1)cos(zy —y) .

PRIMJER 5 : Neka je f(z,y) = /22 + 2. Ona je kompozicija polinomijalne funkcije (2 + y?) i korijene funkcije
(funkcija jedne varijable).

af 1 o af 1 y

-z, = -2z = , 7 \T, = (2y = .
0"V = oy T ere ) Y T aeay VT Jere

PRIMJER 6 : Posmatrajmo funkciju f : R®* = R, f(z,y,2) = In(z + yz).

o (w2) = a%ln(wyz) - Hyza%myz) -,
%(m,y,z) - %ln(m—l—yz) w—&yz@az( z+yz) = Jc—lz—/yz ’
Parcijalni izvodi u konkretnoj tacki, naprimjer A(1,1,2) bili bi
gf(u,z) - é , 2—5(1,1,2) :% 82(1,1,2)

PRIMJER 7 : Pravilo kompozicije moZemo primjenjivati i u drugim situacijama. Naprimjer, posmatrajmo Semu
otpornika u paralelnoj vezi.

Ukupan otpor kola dat je sa
11,11
s 1 2 3
Dakle, ukupan otpor je funkcija tri varijable, R = R(r1,72,73). Ako sada
- zelimo naéi parcijalne izvode po r; (i = 1,2, 3), onda to mozemo uraditi
izracunavajuéi otpor R eksplicitno iz formule ([B3:3))
| I R=— 17273 ]
! 7172 + 173 + 7273

Medutim, ako lijevu stranu u (3] shvatimo kao kompoziciju racionalne funkcije (%) i naSe funkcije
R, onda direktno imamo, primjenjujuci gornje pravilo,
1 1 1 1
ak or _ 0% 0% 0%
dR 87'1 87'1 87'1 87'1 ’
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3.2. Parcijalni izvod i parcijalni diferencijal

odakle je
1 OR 1
“Ron T
to jest
OR R’
o, 2

Iz ovoga imamo tumacenje: ako se otpor 71 smanji ukupan otpor se poveca i obrnuto, povetanje otpora
r1 uzrokuje smanjenje ukupnog otpora.
Analogno nalazimo parcijalne izvode po ostalim promjenljivima.

Neka je z = f(x,y) i neka su i z i y funkcije nekog parametra t,

x = z(t) iy = y(t). Tada je funkcija z = f(x(t),y(t)), ustvari
funkcija jedne varijable (¢) i pri tome imamo: or or

Ako su funkcije x(t) i y(t) diferencijabilne u ¢ i ako je funkcija f
diferencijabilna u tacki (z(t),y(t)), tada vrijedi

da
o _ofds ofdy . ///
dt Oz dt Oydt’

PRIMJER 8 : Neka je f(z,y) = sinx 4 cos(zy) i neka su « = t? i y = ¢>. Tada prema pravilu kompozicije imamo

G _ ofde, ofdy
dt Ox dt = Oy dt
(cosz — sin(zy)y)2t + (—sin(zy)z)3t
= (cost® — t*sint®)2t — 3t* sint®

2

U Primjeru [ neka su svi pojedina¢ni otpori zavisni o vremenu ¢, to jest r; = r;(¢) (i = 1,2,3).
Tada je ukupni otpor takode ovisan o vremenu ¢ te imamo da je

dR _ ORdr,  ORdry  ORdry
dt 87‘1 dt 87‘2 dt 67“3 dt

2 2 2
7“1 + —1r9 + — 3.
7"1 7”2 T3

PRIMJER 9 : Pravougaonik ima duzinu 6 m i Sirinu 4 m. U svakoj sekundi duZzina se povecéa za 0.3 m, a Sirina za 0.2
m. Odrediti promjenu povrsine pravougaonika u jednoj sekundi.

0. oA - '
z - duzina pravougaonika
y - Sirina pravougaonika
dm P : P - povrsina pravougaonika
t - vrijeme
6m 0.3m
Duzina i Sirina pravougaonika su funkcije vremena, x = z(t) i y = y(¢). Promjena duZzine u jedinici
vremena je ‘;—f = 0.3, a promjena Sirine u jedinici vremena je % =0.2.

Povrsina pravougaonika je P(z,y) = z-y, a zbog zavisnosti duZine i Sirine od vremena imamo P(z(t),y(t)) =
z(t) - y(t). Izratunajmo zavisnost povrsine o vremenu.

dP _0Pdv  OPdy _ dv dy
At oz dt " oydt Yar " Var
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3.3. Gradijent

Stepen promjene povrsine u prvoj sekundi je

dP m?>
Y 6,4)=4.-03+6.02=24"" .
dt(6,) 0.3+6-0 ,

Ukoliko su z i y zavisne od dvije varijable, to jest © = z(t,s) i y =
y(t, s), tada pravilo kompozicije glasi: 21 o
Ako funkcije i y imaju parcijalne izvode prvog reda u tacki (¢, s)
i ako je funkcija z = f(x,y) diferencijabilna u tacki (x(t, s), y(¢, s)),
tada vrijedi

Q

[~
Q
<

0= _0f0x 010y
ot Ox dt Oy Ot
0z 0f0x  Of Oy
ds  dxds  dyds

PRIMJER 10 : Zadata je funkcija z = f(z,y) = x? — y* i pri tome je x = pcos¢, y = psin¢. Odrediti parcijalne
izvode funkcije f po promjenljivima p i ¢.

of _of oz  Of Oy _ _oysi
9p oz 8p+8y 8p—2xcos¢ 2y sin ¢

= 2p(cos2 ¢ — sin® @) = 2pcos2¢ ,

g_g; _ g_ic . g_z + % . g_gb = 2z(—psin @) — 2ypcos ¢

= 74p2 cos ¢ sin ¢ = —2psin2¢ .

PRIMJER 11 : Neka je f(z,y,z) funkcija tri varijable. Uvodenjem smjena: x = pcos¢siné, y = psin¢gsinf i z =
pcos 6, dobijamo novu funkciju
F(p,¢,0) = f(pcos¢sinb, psin¢sinb, pcosb) .
Sada imamo, koristeéi se lanéanim pravilom,
oF  of

af af

a—p:%cosqbsmﬂ—l—a—ysmqﬁsm@—&—gcosﬂ,
oF _ of . . af .

96 axpsmqﬁsmﬂJr aypcos¢51n0,

oF _of O o sosn O
20 — awpcoscﬁcosHJr 8ypsmqﬁcos& 8Zpsm&.

Primjetimo da vrijedi jednakost (pokazati!)

()" + () (2)7 = o+ (22 f+(ﬂ)5

psin 6 p

U posljednjoj jednakosti koriSteni su drugi zapisi za parcijalne izvode, prakti¢nosti zapisa radi.

3.3 Gradijent

Mnoge fizikalne veli¢ine imaju razli¢ite vrijednosti u razli¢itim tackama prostora. Na primjer,
temperatura u nekoj prostoriji nije jednaka u svim tackama: zimi je visoka kraj izvora toplote,
a niska pored otvorenog prozora. Elektri¢no polje oko tackastog naboja veliko je pored naboja i
smanjuje se kako se udaljavamo od naboja. Sli¢no, Zemljina gravitacijska sila koja djeluje na neki
satelit zavisi od udaljenosti satelita od Zemlje. Brzina toka vode u nekom potoku velika je u uskim
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3.3. Gradijent

kanalima, a mala tamo gdje je potok sirok.

U svim ovim primjerima postoji neko podruécje prostora koje nam je posebno zanimljivo za problem
koji rjesavamo; u svakoj tacki prostora neka fizikalna veli¢ina ima svoju vrijednost. Izraz polje znaci
esto i podrucje i vrijednost fizikalne veli¢ine u tom podruéju (npr. elekti¢no polje, gravitacijsko
polje). Ako je fizikalna velicina koju promatramo skalar (npr. temperatura), tada govorimo o
skalarnom polju. Ako je fizikalna veli¢ina vektor (npr. elektriéno polje, brzina, sila) tada govorimo
o vektorskom polju.

Jedna od veli¢ina koja karakteriSe termin polja jeste pojam gradijenta.

Definicija 3.3.1. Neka je funkcija f : R™ — R definisana u okolini Uy tacke a i neka postoje

a—f(a,) za sve k=1,2,....,n. Vektor
T

of of of
(8—931 a ’8—z2(a)""’ E(GO ,

naziwamo gradijentni vektor funkcije f u tacki a.

U gornjoj definiciji posmatramo funkciju f ¢ije su vrijednosti skalari, za koju u primjenama kazemo
da je skalarno polje, a definisana veli¢ina bi onda imala naziv gradijent skalarnog polja. Dakle,
proizvoljnoj skalarnoj funkciji f : R™ — R pridruzujemo n-dimenzionalni vektor,

o (@ gt @ @),

Oxy° " Oxy 7 Oxpy

To pridruzivanje je ocigledno vektorska funkcija, koju nazivamo gradijent i oznacavamo sa V
(¢itamo: nabla). Ovakve funkcije uobi¢ajeno nazivamo vektorsko polje, a sa ¢ime ¢emo se susresti
u narednim matematickim izu¢avanjima.

Vektorska funkcija V (nabla) se u dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu 2D i 3D
definise sa

G (D 0\ 20 50 _ (0 00\ _v0 -0 -0
“\oz’oy) Oz ]ay’ “\oz’ oy’ 0z) = Ox jé)y 0z

U ovakvoj formi uobic¢ajeno se naziva gradijent, diferencijalni operator, Hamiltonov operator ili
prosto V (nabla) operator.

Kazemo da je to vektorska funkcija jer on skalarnoj funkeciji f dodjeljuje vektorsku veli¢inu V f,
po principu vektor puta skalar,

(9 0 9N, _[(of of of\ _—=of —of —Of
Vf_(8m’8y’8z)f_(8:c’8y’8z>_Zc‘)z—’—jay—i_kaz'

Iz ovoga zakljucujemo da je gradijentni vektor funkcije f, to jest Vf, nista drugo do mnozenje
vektora (V) skalarom (f), a kao 8to ¢emo vidjeti nesto kasnije, sa gradijentom (kao vektorom)
mozemo raditi i druge operacije.

PRIMJER 12 : Na osnovu Primjera[2 gradijent skalarnog polja f(z,y) = zy je

Vi) = (52, 20— y.0).

odnosno u konkretnoj tacki @ = (—2,7) je Vf(—=2,7) = (7,-2) = 77— 27.

PRIMJER 13 : Iz Primjera[f za funkciju f(z,y, z) = In(x + yz) imamo

121 1—
vf(17172): <§7§7§) :52 +
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3.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

PRIMJER 14 : Za funkciju f(z,y) = 4 — 22° — y* imamo %(x,y) = —4z g—i(x,y) = —2y, pa je gradijentni vektor u

proizvoljnoj tacki z = (x,y) dat sa

vie = (L. Lw) = 1.2

Konkretno u tacki ¢ = (1,1) je Vf(1,1) = (—4,2) .

Nije tesko pokazati da za gradijent skalarnog polja vrijede sljedeéa pravila:
1. V(kf) =kVf, (k= const. ).
2. V(f£g)=V[f+Vyg.
3. V(fg)=gVf+fVg.
v ([) _ QVf—Qng.
g g

Gradijent skalarnog polja iznimno je vazan u fizici gdje izrazava vezu izmedu polja i potencijala
(gravitacijska polja), odnosno sile i potencijalne energije (elektricna polja). Ako se neko polje F
moze u cijelosti opisati konkretnom funkcijom f(z), tako da je E = —V f(x), tada skalarnu funkciju
f nazivamo njegovim potencijalom, §to simbolicki mozemo zapisati sa

e

polje = —V(potencijal) .

Specijalno, ako se neka sila F' moze napisati kao negativni gradijent neke funkcije V', tada skalarnu
funkciju V' nazivamo potencijalnom energijom.

PRIMJER 15 : Neka je Vf = (32%y? + 23, 223y + cosy). Odrediti skalarnu funkciju f(z,y)!
Rjesenje: Iz definicije gradijenta imamo da je

0 2 2 3
4
3z°y° + (34)
—y“ = 22%y + cosy . (3.5)

Sada integralimo bilo koju od ovih jednakosti, recimo jednakost (3.4) integralimo po z. Vodeéi racuna
da smo praveéi parcijalni izvod po x ostale varijable posmatrali kao konstante (u nasem slucaju samo

varijabla y), onda integraleéi 7z po z, "konstanta integracije” ée ovisiti o svim ostalim varijablama (u
I

ovom slucaju o varijabli y). Dakle,

1s) 1
/ —af (z,y)dz = 2%y + 2 + ¢(y) = f(x,y) . (3.6)
x 4
Nalazenjem parcijalnog izvoda po y iz 3.6l imamo
of 3, d¢
- =2 - . .
3 oy + y (3.7)

Izjednacavajuéi B0 sa [B.7), zakljuujemo da mora biti d—d) = cosy, a ovo nam omogucava da odredimo

nepoznatu funkciju ¢, to jest ¢(y) = siny + C. Sa ovim imamo konacno da je

1 .
fz,y) =2*y* + Zx4+smy+C .

3.4 Diferencijabilnost funkcija viSe promjenljivih
Neka je f: R™ — R definisana u nekoj okolini U, tacke a = (a1, ag, ..., a,) € R™. Samo postojanje
parcijalnih izvoda ne obezbjeduje neke bitne osobine posmatrane funkcije, Sto vidimo iz sljedeéeg

primjera.
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3.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

PRIMJER 16 : Posmatrajmo funkciju f : R* — R, zadatu sa

_ xzmy?ﬂ ;i (z,9) #(0,0)
f(“’)‘{ 0" i (@) =(0,0)

Nije tesko pokazati da je f prekidna funkcija u tacki (0,0). S druge strane ona ima oba parcijalna izvoda

u tacki (0, 0):
of f(h,0) — f(0,0)

350 = Jimy n = mr=
Of (v _ v J0,k) = f(0,0) _ . 0 _
gy i) = i S==memm= = e n =0

Dakle, parcijalni izvodi postoje u tacki (0,0), a funkcija ima prekid u toj tacki.

Jasno je dakle, da za razliku od funkcija jedne promjenljive gdje je postojanje izvoda znacilo
neprekidnost funkcije, postojanje parcijalnih izvoda kod funkcije viSe varijabli ne moze garantovati
odredene "lijepe” osobine funkcije, nego moramo posmatrati neka svojstva koja uzimaju u obzir
ponasanje funkcije u ¢itavoj okolini posmatrane tacke.

Definicija 3.4.1. Razlika
Afla) = f(x)— f(a) ; (& € Ua) ,
naziva se totalni prirastay funkcije f u tacki a.

Totalni prirastaj funkcije u tacki € = (1, z2, ..., x,) izrazavamo preko prirastaja nezavisnih
promjenljivih, to jest

Af(x) = flg+ Az) — f(x) = f(x1+ Dx1y ey xp + Dxy) — f(21, 000y 20) -

Za razliku od parcijalnog prirastaja gdje jednu varijablu mijenjamo, a sve druge ”drzimo” fiksnim,
kod totalnog prirastaja sve varijable istovremeno ”dozivljavaju” neku promjenu.

Definicija 3.4.2. Za funkciju f(x) = f(x1,...,2,) definisanu u okolini tacke a € R™, kazemo
da je diferencijabilna u toj tacki ako vrijedi

Af(a) = L(z) + w(z)d(z,a) , (3.8)
gdje je . .
L(z) = Zpk(xk —ak) = ZpkAIEk ) (3.9)
k=1 k=1

linearna funkcija prirastaja nezavisnih promgenljivih, pr (k = 1,2,...,n) su realni koeficijenti,
w(z) neprekidna funkcija u tacki a takva da je

lim w(z) =w(@) =0, ¢ d(z,a) = <Z(mk - ak)2> ,

r—a
k=1

rastojange tacke x od tacke a.

Definicija 3.4.3. Linearnu funkciju L(z) iz (383) nazivamo totalni diferencijal funkcije f(z)
u tacki @ i oznacavamo ga sa

L(z) = df(x) = > _prlay =Y prduy .
k=1 k=1
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3.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

Teorem 3.4.1. (Potrebni uslovi diferencijabilnosti)
Neka je funkcija f(x) diferencijabilna u tacki a. Tada vrijedi:

1. Postoje parcijalni izvodi po svakoj promjenljivoj funkcije f u tacki a.

2. Koeficijenti pr, (k = 1,2,...,n) u izrazu za totalni diferencijal su upravo parcijalni izvodi
funkcije, to jest
i

= ; Ek=1,2,..,n.
8xk(a’)ﬂ y Ly eees T

Pk

Dokaz : Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki a, tada po Definiciji vrijedi

n
Af(a) = f(z1, 22, ...y zn) — flar, a2, ...,an) = ZpkAxk +w(z)d(z,a) .
k=1
Ako fiksiramo n — 1 promjenljivih
Tl = A1,y Th—1 = Qk—1, Th+1 = A1, -y Tn = An
imamo
Af(a) = far, ., k-1, Tk, Qhi1, s @) — f(A15 00y ks ooy an) = prAzy + w(T) |28 — akl

odakle je

. Af(a .
lim =pr +sgn(rr —ax) lm w(ar, ...,ar-1, Tk, Gt1, -5 An) -
T —ag Axk T —ag

Odavde vidimo da za proizvoljno k € {1,2,...,n} vrijedi

of
= ——(a s
Pk =5, -(a)
iz ¢ega vidimo da parcijalni izvodi postoje i da su oni upravo koeficijenti py (k =1,2,...,n). |

Na osnovu Teorema [B4.1] vidimo da totalni diferencijal diferencijabilne funkcije f(z) ima oblik

= ;)Tf(:l:)d:cl + a—f(:l:)d:cg +.. 4 ﬁ(.'lr)dzcn . (3.10)
1

df () 0xa o0xy,

Desnu stranu ove jednakosti mozemo izraziti kao skalarni produkt dva vektora,

df (z) = <§—i(z), g—fo(z), ey %(z)) (dxy1,dxa,....dx,) =V f(z) - de |

gdje je de = (dx1, dxs, ..., dx, ), vektor prirastaja nezavisnih varijabli. Ovo razmatranje iskazujemo
u formi tvrdenja.

Teorem 3.4.2 (Veza diferencijala i gradijenta).
Neka je f: R™ — R diferencijabilna u tacki € € R™. Tada vrijedi

df () =V f(z) - dz . (3.11)

Gornja veza nam veé¢ pokazuje vaznost gradijenta funkcije. Naime, diferencijal funkcije se moze
prikazati kao skalarni produkt gradijenta funkcije i vektora prirastaja argumenata. U analogiji sa
funkcijom jedne varijable (df (z) = f/(x)dz) vidimo da ulogu izvoda funkcije preuzima gradijent.
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3.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

PRIMJER 17 : Za funkciju f(z,y) = 4 — 22% — 4/°, totalni diferencijal u proizvoljnoj tacki = (x,y) racunamo tako
§to prvo odredimo parcijalne izvode

_— = — —- = _92
Ox T 9y v
a zatim iskoristimo (BI0])
_of of _ B
df (z) = 9z (x)dx + ay (z)dy = —4adr — 2ydy .

U konkretnoj tacki @ = (—1, 2), totalni diferencijal glasi df (a) = 4dz — 4dy.

S obzirom na uvedeno u gornjim definicijama, ako je f : R® — R diferencijabilna u tacki
a € Dy, prirastaj funkcije u tacki a zbog (3.8) je oblika

£f(@) = [(@) - f(a) = df (@) + w(z)d(z.a)

Ako se tacka z "priblizava” sve vise tacki a, zbog lim w(z) = 0, vidimo da je prirastaj funkcije A f
r—a

sve bolje aproksimiran diferencijalom funkcije df, to jest u blizini tacke a vrijedi Af(a) = df(a), a
to onda znagci da se vrijednost funkcije u tacki koja je blizu tacke @ moze aproksimativno izracunati
sa

f(@) = f(a) + df(a) ,

§to nazivamo lokalnom aproksimacijom funkcije u tacki.

PRIMJER 18 : Koristedi lokalnu aproksimaciju izra¢unati vrijednost funkcije f(z,y) = /2 + y? u tackiz = (3.04, 3.98).
Za zadatu funkciju njeni parcijalni izvodi su

of @ of y

0z Jr2ty® dy [+ 2

Iz ¢injenice da je Af(zo) = df (xo) 1 Af(zo) = f(x) — f(xo) za tacku x koja je ”blizu” tacki o imamo

o Yo
Va2 +y2 ~/ad +yd + ——=—=( — 20) + ——= (¥ — o) -
x3 + y3 Vg + 3

Uzmimo da je tacka o = (3,4) i da je z = (3.04, 3.98). Tada imamo

(3.04)2 4 (3.98)2 ~ 5 + g -0.04 + % - (—0.02) = 5.008 .

Teorem 3.4.3. Ako je funkcija f : R™ — R diferencijabilna u tacki a € R™, onda je i neprekidna
u toj tacki.

Dokaz : Iz diferencijabilnosti funkcije imamo

a odavde onda imamo

lim (f(z) — f(a)) = lim L(z) + lim w(z)d(z,a) =0

Tr—a r—a Tr—a

(jer je L(a) = 0). Ovo ne znaéi nista drugo do

lim f(z) = f(a) ,

r—a

§to u stvari znaci neprekidnost funkcije f u tacki a. |

Da iz neprekidnost ne slijedi diferencijabilnost, to jest da obrat u gornjem tvrdenju ne vrijedi,
vidimo iz sljedeéeg primjera.
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3.4. Diferencijabilnost funkcija vise promjenljivih

PRIMJER 19 : Posmatrajmo funkciju f : R* — R, zadatu sa

2

)= d T 5 (@y) #(0,0
e { 0 ; (z,y)=1(0,0)

=

Data funkcija je neprekidna u tacki (0,0) (Sto je ostavljeno ¢itaocu za vjezbu) i ima parcijalne izvode

% (0,0) = % (0,0) = 0. Medutim, f nije diferencijabilna u tacki (0,0). Zaista, ako bi bila diferencijabilna
5 y

imali bi smo

£7(0,0) = f(Aa Ay) - £(0,0) = 20,08 + 5L 0,00y + w(az, Ay)a(x, 0)
odnosno, odavde je zbog d(X,0) = /Az?2 4+ Ay?,
AxAy?

w(Az, Ay) = — .
( ) (A2? + Ay?)?

Zbog osobine funkcije w, moralo bi biti )}imow(X) =0, to jest
—

. AzAy?
lim —_—
Az—0,Ay—0 (A:EQ + Ay2)§

)

$to nije tacno jer za Az = Ay > 0 je

AzAy? _ 0

1
— =7 , Az,Ay—0.
(Az2 + Ay2)s 22

Uslov diferencijabilnosti u gornjem teoremu mozemo zamijeniti nesto slabijim uslovima. Naime
vrjedi,

Teorem 3.4.4. Ako funkcija f(x) u nekoj oblasti D ima ogranicene parcijalne izvode po svakoj
promgjenljivoj, tada je ona neprekidna u toj oblasti.

Sta vise, sa jos blizim informacijama o parcijalnim izvodima mozemo imati jo§ preciznije
informacije o funkciji. Tako specijalno vrijedi

Teorem 3.4.5. Ako funkcija f(x) u oblasti D ima parcijalne izvode po svakoj promgenljivoj
jednake nuli, onda je funkcija u toj oblasti konstanta.

Ovo je analogon ¢injenici za funkciju jedne varijable, da ako je f/(x) =0 za x € D, da je tada
f konstantna na D.
Sljededi teorem je analogon Lagrangeovom teoremu za funkcije jedne promjenljive@.

Teorem 3.4.6. (Lagrangeov teorem)
Ako funkcija f(x) u okolini U, tacke a ima konacne ili beskonacne parcijalne izvode po svakoj
promjenljivoj, tada za proizvoljno & € U, postoje tacke 1, T2, ..., T, € Uy, takve da je

1@~ 1@ =3 L @dn
k=1

Iskazimo sada i dovoljne uslove diferencijabilnosti.

Teorem 3.4.7. (Dovoljni uslovi diferencijabilnosti)

1Za diferencijabilnu funkciju na intervalu (a,b), za proizvoljan [z,y] C (a,b), postoji ¢ € (z,y), tako da je

fly) = f() = ')y —z)
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3.5. Veza izvoda u pravcu i gradijenta

Ako funkcija f : R™ — R ima u nekoj okolini tacke a € R™ parcijalne izvode po svakoj
promjenljivoj i ako su ti parcijalni izvodi neprekidni u toj tacki, tada je funkcija f diferencijabilna
u tacki a.

Dokaz : Dokaz ¢emo jednostavnosti zapisa radi, dati za funkciju dvije promjenljive i on se jednostavno
moze prenijeti na funkcije sa n promjenljivih.
Na osnovu Lagrangeovog teorema, prirastaj funkcije f(z,y) ima oblik

f@) - 1(@) = gh@)(e ~ @) + Sl b). (312)

gdje su tacke x = (z,y),z1 = (&1,b) 1 2 = (a,&) iz okoline U, tacke a = (a,b). Zbog
pretpostavljene neprekidnosti parcijalnih izvoda, to jest neprekidnost funkcija ﬂ(ac, y) i g—i(ac, Y)

ox
u tacki @, iz (3.12) imamo da vrijedi

lim f(e.y) = f(a,b).

y —b

pa vazi

Of (py= 91

V=3t @+a, o

(x2) = 8_y(a) +ea(x)

of
Ay
gdjee; - 0ies — 0, kada ¢ — a.

Ako posljednje dvije jednakosti pomnozimo sa x — a i y — b respektivno, i tako dobijene jednakosti

saberemo, dobijamo

o) = f(ab) = 5L @)~ a) + @)y - b
- @0+ F @b+ a@e -+ a@p-b).

odnosno
Af(a) =df(a) +ei(z)(z —a) +e2(z)(y — D) ,

iz ¢ega se, na osnovu Definicije B.4.2 vidi da je funkcija f diferencijabilna u tacki a. [

Za funkciju koja u nekoj tacki ima neprekidne parcijalne izvode, re¢i ¢emo da je neprekidno
diferencijabilna u toj tacki. Ako funkcija f zadovoljava taj uslov u svim tackama nekog skupa
D, onda kazemo da je f neprekidno diferencijabilna na D. Skup svih neprekidno diferencijabilnih
funkcija na skupu D oznag¢avamo sa C1(D). Dakle, informacija f € C(D) znaéi da je f neprekidno
diferencijabilna na D, odnosno da u svakoj tacki skupa D funkcija f ima neprekidne parcijalne
izvode. Ovo mozemo tumaciti jos i sa time da postoji gradijentni vektor funkcije f i da je on
neprekidna vektorska funkcija u svakoj tacki skupa D.

3.5 Veza izvoda u pravcu i gradijenta

Posmatrajmo sada f : R? — R i neka je f neprekidno diferencijabilna funkcija u nekoj okolini Uy
tacke @ = (a1, az) € R?. Neka je u = (ug,us) proizvoljan jedini¢ni vektor i nadimo izvod u pravcu
D, f(a). Na osnovu definicije izvoda u pravcu imamo

Dy f(a) = lim A
_ flar + hug,as + hug) — f(a1,az2)
h—0 h
lim flar + huy,as + hug) — f(ar + huy, a2) + f(a1 + hui, az) — f(a1, az2)
o h—0 h
5 <f(a1+hu1,a2+huQ)f(a1+hu1,a2) f(a1+hu1,a2)f(a1,a2)>
= lim + .
h—0 h h
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3.5. Veza izvoda u pravcu i gradijenta

Za fiksno h # 0, definisimo sada funkciju ¢ : R — R, sa
o(t) = flar + hur, a2 + t) .
Pretpostavka o diferencijabilnosti funkcije f daje nam diferencijabilnost funkcije ¢, te imamo

¢t + ) — o(t)

7 _ .
o) = limy s
- hmf(al+hu17a2+t+5)*f(alJrhUhaert)
o s—0 S
0
= a—i(a1+hu17a2+t) .

Neka je sada o : R — R, definisana sa
a(t) = ¢(ust) = f(ar + hui, az + tus) . (3.13)

« je diferencijabilna i na osnovu izvoda slozene funkcije imamo

0
o (t) = ugd (tug) = uQa—i(al + huy, as + tug) . (3.14)
Na osnovu teorema o srednjoj vrijednosti funkcije jedne varijable, postoji & € (0,h), takav da
vrijedi
a(h) — a0
B =00 _ .
Stavljajuéi sada (BI3) i (BI4) u gornju jednakost dobijamo,

flar + huy,as + hus) — f(a1 + hug, ag)
h

3]
= u20_£(a1 + huy, as + Eus) . (3.15)
Na isti nacin, posmatrajuéi funkciju 8 : R — R, zadatu sa 8(t) = f(a1 +tuy, az2), imamo da vrijedi

B'(t) = Ul%(al + tug, az) ,

i opet koristeéi teorem o srdnjoj vrijednosti, zakljucili bi da postoji n € (0, h), tako da je

f(al + hUlaa]j) — f(a1;a2) _ ﬂ(h’) ;ﬂ(o) _ 5/(77) — ul%(al +nu1,a2) ) (316)

Stavljajuéi sada BI0) i BI0) u izraz za D, f(a), imamo

3] 3]
Dy f(a) = %1310 (u28—£(a1 + huy, az + Eug) + ula—i(al + nuy, ag)) . (3.17)
Kako su &1 € (0,h), kada h — 0, to onda i §,n — 0. Iskoristivsi definitivno i pretpostavku o
neprekidnosti parcijalnih izvoda % i g—i, rac¢unajuéi limes u (BI7), dobijamo
0 0
Duf(@) = w5, a2) + wrgh(@r,02). (318)

Generalizaciju tvrdnje iskazane u [B.I8)) iskazujemo za funkciju f : R™ — R sljedeéim teoremom.

Teorem 3.5.1. Neka je f: R™ — R neprekidno diferencijabilna u nekoj okolini tacke a € R™.
Tada za proizvoljan jedinicni vektor w, postoji Dy, f(a) i vrijedi

Dyf(a)=Vf(a) -u. (3.19)
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3.6. Veza gradijenta i promjene vrijednosti funkcije

Primjetimo jo$ jednom da biranjem vektora u kao baznog vektora, dobijamo parcijalne izvode.
Naprimjer, neka je f : R® — R. Tada je Vf = (%, g—i, %) Ako izaberemo da jeu = e; =i =
(1,0,0), tada je

Dif(a) =Vf(a)-i= (agi"), a}’;;“), 6;’;(:)) -(1,0,0) = agi“) :

Analogno ¢e biti D f(a) = 82(;) i Dy f(a) = 2@

PRIMJER 20 : Neka je f : R? — R, zadata sa f(z,y) = 4 — 222 — ¢
Sada je Vf(z,y) = (—4z, —2y), pa za vektor u = (—%, —%) imamo
1 1
Duf(1,1) =V (1,1) - u=(—4,-2)- (_ﬁ’ _\ﬁ> =3Vv2,

Sto mozemo potvrditi sa ranije uradenim primjerom (Primjer [I]). Sada jednostavno rac¢unamo i

D_uf(1,1) = Vf(1,1) - (—u) = (—4,-2) - <% %) =-3v2.

Za vektor w = (fi,

= ) imamo

S

Duf(1,1) = (~4,-2) (—% %) _

3.6 Veza gradijenta i promjene vrijednosti funkcije

Neka je sada u proizvoljan jedini¢ni vektor (||ul| = 1), f : R™ — R i neka je @ € R™. Koristedi
Cauchy-Schwarzovu nejednakosdg i vezu ([B.I9) mozemo zakljuciti sljedede,
|Duf(a)] = |V f(a) -ul < [[Vf(a)]| [[ul| = [[V[(a)ll . (3.20)

Ovo nam govori, bukvalno ¢itajuéi, da je apsolutna vrijednost izvoda funkcije u pravcu vektora u, u
tacki @, manja ili jednaka od intenziteta gradijentnog vektora funkcije u toj tacki. Kako nam izvod
u pravcu pokazuje promjenu vrijednosti funkcije, ovo znaci da veli¢ina promjene rasta funkcije u
nekoj tacki, u proizvoljnom praveu nikad ne prelazi duzinu vektora gradijenta u toj tacki. Sta vise,
znajuéi osobine Cauchy-Schwarzove nejednakosti, jednakost u [B.20) ée se postiéi upravo u sluéaju

kada je vektor u kolinearan vektoru V f(a). Zaista, ako je V f(a) # 0, onda za vektor u = vie)

. IV f(a)ll
imamo,
Vi) -Vf@) _|IVf@)P?
fo=vra == 5@~ wi@r ~ V@l
Sta vise, vrijedi D_y f(a) = —||V f(a)||. Gornju tvrdnju iskazujemo narednim teoremom.

Teorem 3.6.1. Neka je f : R™ — R neprekidno diferencijabilna funkcija u nekoj otvorenoj
kugli koja sadrzi tacku a. Tada Dy f(a) ima maksimalnu vrijednost ||V f(a)|| kada je vektor
u ort vektor vektora V f(a), a minimalnu vrijednost, —||V f(a)||, kada je vektor w ort vektora

—Vf(a).

Dakle, gradijentni vektor pokazuje pravac i smjer maksimalne promjene rasta funkcije, odnosno
negativni gradijentni vektor pokazuje pravac i smjer maksimalne promjene opadanja funkcije. Sta
viSe, intenzitet gradijentnog vektora nam govori o veli¢ini rasta u smjeru maksimalnog rasta,
odnosno njegova negativna vrijednos govori o veli¢ini opadanja funkcije u smjeru maksimalnog
opadanja.

2Za proizvoljne vektore z,y € R™ vrijedi
lz -yl < ||| |yl
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3.6. Veza gradijenta i promjene vrijednosti funkcije

PRIMJER 21 : Posmatrajmo ponovo funkciju f : R> — R zadatu sa

f(x,y):4f2x27y2,

za koju je

Vf(x7y) = (_4377 _2y) .
Ukoliko se nalazimo u tacki domena @ = (1,1) (na grafu u tacki (1,1,1)) i zelimo krenuti u smjeru
najvecéeg rasta funkcije f, na osnovu gornjeg teoreme, trebamo krenuti u pravcu vektora

wo DD (L2 1)
IV (L DI VNGV
Ako trazimo pravac najbrzeg opadanja funkcije, onda ¢e to biti u pravcu vektora
(%)
—u=|—,—) .
VRS
Sta vise, veli¢ina promjene rasta u pravcu vektora u je
Duf(1,1) = [IVF(L, D]l = v20,

a veli¢ina opadanja u pravcu —u je

D_uf(1,1) = —[IVF(L,1)]| = —v/20 .

Razmotrimo jo$ jedan vazan fakat vezan za gradijent funkcije. Pokazacemo ga za funkciju dvije
varijable, a isto rezonovanje imamo za proizvoljnu funkciju f : R® — R.

Dakle, neka je data funkcija z = f(x,y) &iji je graf povr§ G u prostoru R®. Posmatrajmo
poizvoljnu tacku p = (o, Yo, f(x0,%0)) na grafu G i neka je [ nivo linija na grafu G koja prolazi
kroz tacku p. Kako je za tu liniju zadovoljeno f(x,y) = ¢, za neko fiksno ¢ € R, i kako je ona
jednodimenzionalan objekat u prostoru, mozemo je parametrizovati, to jest svaku tacku linije [
mozemo posmatrati kao vektorsku funkciju (z(t),y(t), z(t)) za t € [o, 8]. Kretanje tacke po grafu
funkcije f(x) je uzrokovano kretanjem tacke £ u domenu funkcije. Zato posmatrajmo projekciju
nivo linije [ u zOy ravan, to jest posmatrajmo njenu odgovarajuéu konturnu liniju I’. Pri tome je
svaka tacka na I’ prikazana parametarski sa r(t) = (x(t),y(t)), t € [a, ] (kao projekcija tacke sa
grafa to bi bio vektor (x(t),y(¢),0)).

Neka je to ona vrijednost parametra koja odgovara tacki p, a samim tim je £ = r(¢9). Kako je
nivo linija [ na povrsi G, mora biti zadovoljena jednacina

flr(t) = f(x(t),y(t)) = ¢, zasvako t € [a, 5] .
Diferenciranjem ove jednakosti po t, primjenom pravila kompozicije, imamo

ofd af d
Ofde  Ofdy _

=0. 21
Or dt Oy dt 0 (3:21)

Nije tesko vidjeti da se jednakost ([B:21I]) moze zapisati u vektorskoj notaciji,

af of dr dy\ .
(55) () = vr e =0,

gdje je 7(t) = (%—iﬂ d%—(tt)) tangentni vektor na konturnu liniju I’ u tacki z.

Gornje ¢e vrijediti u proizvoljnoj tacki konturne linije {’, a time i u z,

Vf(r(to)) - #(to) = Vf(zo,y0) - 7(to) =0 .
Kako ovo vrijedi za bilo koju tacku konturne linije, zbog osobine da je skalarni produkt nenula

vektora jednak 0 ako i samo ako su vektori ortogonalni, gornje razmatranje sumiramo generalnom
tvrdnjom.

61



3.6. Veza gradijenta i promjene vrijednosti funkcije

',/' .y
72X XS
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o
LIRS
A0

Slika 3.2: Polozaj gradijentnog vektora.

Teorem 3.6.2. Neka je f : R™ — R diferencijabilna funkcija. Gradijentni vektor funkcije
z = f(x) u svakoj tacki nivo poursi f(x) = ¢, ortogonalan je na odgovarajuéu konturnu povrs.

Funkciju z = f(z,y) mozemo zapisati i kao implicitnu funkciju F(z,y,2) = f(x,y) — 2z = 0.
Implicitno zadata funkcija tri varijable, F'(z,y, z) = 0, u tom sluc¢aju predstavlja jednu konkretnu
konturnu povrs funkcije w = F(z,y,z) (w = 0). Prema gornjem tvrdenju, gradijentni vektor
funkcije w je ortogonalan na odgovarajuéu konturnu povrs.

cu_ (OF OF OF\ _ (0] 05 |
S\ oz’ oy’ 9z ) \ox’ oy’ ' P

Ovaj vektor kao vektor normale, definise ravan u prostoru
koja prolazi kroz neku tacku p = (xo, Yo, 20) na nivo povrsi
F(z,y,z) = 0. Ta ravan data je sa

z,y,2z) =0
VF($O7yOaZO) . (m _p) = 07

odnosno ako izvrsimo ovo skalarno mnozenje dobijamo

3f(1‘0, yo) 6f(ﬂﬁo, yo)

Ox (z=20)+ oy

(y—yo)—(2—20) = 0. (3.22) ,
Dobijena ravan se naziva tangencijalna ravan na povrs u
prostoru, u tacki (xg, yo, 20)-

Na sljedecoj slici prikazano je nekoliko funkcija konturnim grafom (pomocu nivo linija, odnosno
konturnih linija) i odgovarajuéim ”vektorskim poljem” (”strelice” na slici predstavljaju gradijentne
vektore date funkcije u raznim tackama). ”Strelice” su usmjerene u pravcu najbrzeg rasta funkcije,
a veli¢ina strelica odrazava brzinu promjene funkcije u tom pravcu. Takode uo¢avamo ortogonalnost
gradijentnih vektora na odgovarajuce konturne linije.

4 NN /S
- Y

~ T~
~ ~ TR
/7 TTITA NN VAN
flz,y) =2 +y? fla,y) =1—a% —y? f(z,y) = 2% —y?
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3.7. Pravila diferenciranja

1113

PRIMJER 22 : Posmatrajmo povrs u prostoru zadatu sa f(z,y) = 4 — 22% — y. U tacki a = (5, 51

) na povrsi
prosuta je voda. Odrediti putanju kretanja vode!

Rjesenje: Neka je Z(t) = (x(¢),y(t)) vektorska funkcija realne promjenljive koja opisuje putanju
kretanja vode u 2Oy ravni (projekciju u Oy ravan stvarne putanje vode na datoj povrsi). Svakome je
poznato da ¢e se voda kretati ”linijom najmanjeg otpora”, to jest kretat ¢e se niz brdo u najstrmijem
pravcu (ako je to moguce), u svakoj tacki putanje. Ovo znaéi da ée se voda kretati u pravcu —V f (ovdje
éemo zanemariti fizikalne efekte kao §to je naprimjer moment kretanja). Kako je :i'(t) vektor brzine
(izvod puta je brzina), jasno je da je njegov pravac onda paralelan sa Vf. Ovo opet znaci da postoji
skalar ¢ takav da je

Vf =#(t) = (@(),4/(1)) - (3.23)
Kako je Vf = (—4x, —2y) i uzimajudi da je z'(t) = coll_atﬂ iy'(t) = %, iz (3.23]) imamo

dx dy
—dcx, —2cy) = | —, —

iz cega dobijamo sistem

dz dy 1 dx 1 dy
CEw YT TTLat T Tyt
Posljednje nam daje vezu
1lde  1dy

dz dt ~ 2y dt

Zelimo li pronaéi eksplicitnu vezu izmedu z i y, gornju jednakost ¢emo integraliti po promjenjljivoj ¢.
1 dx 1 dy
— —dt= | —=2dt
/ 4x dt / 2y dt
1 1
—dr = | —d
/ 1z / 2y
SInfa] +C1 = Snfy| +C
= In|z ==In
1 E= gl e
In|z| =2Inly|+Cs (C3=Cs —C4)
In|z| =In|y®| + Cs .
Eksponenciranjem obje strane posljednje jednakosti sa bazom e imamo,
elny2+Cg _ elny2 . ng _ y2 .C .

~—~
C

B =

1
Kako je polazna tacka kretanja vode u (5, 5), mozemo izracunati vrijednost konstante C.
1 1

Dakle, putanja vode, posmatrano u Oy ravni, se odvija po krivoj = = 2y°.

3.7 Pravila diferenciranja

Kao §to smo ve¢ mogli primjetiti, pravila nalazenja diferencijala funkcija viSe varijabli nece se
razlikovati od tih pravila kod funkcije jedne varijabe.

Teorem 3.7.1. Neka su funkcije f,g: D — R (D C R"™) diferencijabilne u tacki @ € D i neka
su a, B € R proizvoljni. Tada je i funkcija af + Bg diferencijabilna u tacki a i vrijedi

d(af + Bg)(a) = adf (a) + Bdg(a) .
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3.8. Izvodi viseg reda, Hesseova matrica

Teorem 3.7.2. Neka su funkcije f,g : D — R (D C R™) diferencijabilne u tacki a € D. Tada
su 1 funkcije f-g 1 g (posljednja uz uslov g(a) # 0) diferencijabilne u tacki a i vrijedi

A(f9)(@) = g(a)df (@) + f(a)dg(a)
(1) @) - 200~ @ste)

PRIMJER 23 : Odrediti prvi diferencijal funkcije f(z,y) = 1ze® +y?
RjeSenje: Naravno da odredivanju prvog d1ferenc1]a1a ove funkcije mozemo pristupiti na klasican
nac¢in, odredivanjem parcijalnih izvoda i primjenom relacija (3I0). Medutim, posluzimo se u tom
odredivanju gornjim rezultatima. Ako zamislimo funkciju f kao proizvod dviju funkcija, to jest f(z,y) =

g(z,y)h(z,y), gdje su g(z,y) =z ih(z,y) = %e“%ryz, mi treba da odredimo diferencijal proizvoda. Kako
je
9g 9g
dg = Zdr + Zdy =d
g o T+ o= By Yy =ar,
dh = @d -+ @dy = ze® TV ds + yezzﬂﬂdy ,
or oy

prema prvoj formuli gornjeg teorema je

1

df =d(gh) = gdh+ hdg = x (erQerzdx + yezzﬂﬂdy) + §ezz+y2dx

= <x2 + %) R myem%ry2 dy .

3.8 1Izvodi viSeg reda, Hesseova matrica

Ukoliko funkcija f : R — R ima parcijalne izvode koji postoje na nekom otvorenom skupu U,
tada za svako i € {1,2,. n}, - je takode funkcija sama za sebe, to jest 3 af : R™ — R Tada

naravno ima smisla traziti parcualne izvode i ovakve funkcije. Parcijalni izvodi funkcue , ukoliko
postoje, nazivaju se parcijalni izvodi drugog reda funkcije f ili jednostavno drugi parcualm izvodi.
Kao iza prve parcijalne izvode i za druge parcijalne izvode postoje razne oznake kao naprimjer:

89: 89: , I a0 Daia; [ ili jednostavno fi,.;. Mi ¢emo se sluziti uglavnom prvom navedenom
notacuom ali po potrebi skrac¢ivanja zapisa, ¢esto ¢emo upotrebljavati i posljednju navedenu
notaciju. Tako za funkciju z = f(z,y) imamo sljedeée parcijalne izvode drugog reda, zapisane
i sa prvom i sa posljednjom notacijom:

0 [(of 0? o°f af\ _ 0% f

o = % (%) = gaz i Jw = 81/ (311) S oy

of\ _ 2*f _ of\ _ 9*f

Joy = dy (8:13) = Qady T = (ay) ~ Oyoz

Tehnika nalazenja parcijalnih izvoda drugog reda sadrzana je u simbolickom zapisivanju tih
izvoda. Naprimjer, fg, znac¢i da od izvoda f, (prvi s lijeva indeks nam govori od koga pravimo

parcijalni izvod) nalazimo parcijalni izvod po y (drugi indeks s lijeva nam govori po ¢emu radimo
drugi parcijalni izvod).

PRIMJER 24 : Odrediti parcijalne izvode drugog reda funkcije z = z2y.
Rjesenje: Prvo odredimo parcijalne izvode prvog reda:

%—230 '%—xz
oz Yo oy
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PRIMJER 25 : 2z = f(z,y) = e* ¥

3.8. Izvodi viseg reda, Hesseova matrica

Odredimo sada parcijalne izvode drugog reda, koristeéi gornje objasnjenje. Za nalazenje fi., uzimamo

9z i od njega trazimo parcijalni izvod po z. Tako dobijamo

oz

Analogno, za f;, uzimamo prvi parcijalni izvod po z, pa od njega trazimo izvod po y
foy = (22Y)y =22 .

Istu logiku koristimo kod nalazenja ostala dva parcijalna izvoda drugog reda,

fyz =22 5 fyy =0.

2

fo=22e Y fy = 2ye” Y
frw = 2”1 4 20206 TV = 2612+y2(1 +227) ;5 foy = 2x2y612+y2 = 4xyeg”2+y2 2

fyz = 2y2x612+y2 = 4xy612+y2 2 fo = 271V 4 2y2ye”2+y2 = 2ezz+y2(1 +2°) .

Za funkciju f : R™ — R, druge parcijalne izvode fy,o; i fo;2; (i # j) nazivamo mjesoviti

parcijalni izvodi 1 na osnovu opisanog postupka, jasna nam je razlika izmedu njih istaknuta
poretkom indeksa.
U pokazana dva primjera primije¢ujemo da su mjeSoviti parcijalni izvodi jednaki, fry = fyz-
Postavlja se pitanje da li je to tako u opstem slucaju? Kao Sto ¢emo kasnije vidjeti taj uslov je
veoma bitan, a ovdje ¢emo dati uslove pod kojima su ti parcijalni izvodi jednaki za funkciju dvije
promjenljive. Prije toga, odgovor na postavljeno pitanje nam daje sljedeci primjer.

PRIMJER 26 : Posmatrajmo funkciju f : R? — R zadatu sa

22—y
flz,y) = wym i (zy) # (0,
0 i (z,y)=(0,0)
Tada je
af _ zt — yt + da?y? _of _
or (x,y) =Y (.T2 +y2)2 ’ (CE,y) 7é (07 0) ’ ozx (070) =0.
Onda je
o f .1 /0f af .. —=h
Bzoy 00 = km <a(°’h) ~ 5y 00 = fim5m=—-1.
Na slican nac¢in odredujudi, imamo da je
O f
ZJ -1

pa ocigledno u opstem sluc¢aju mjeSoviti izvodi nisu jednaki.

Definicija 3.8.1. Za funkciju f : R™ — R kaZemo da je dva puta neprekidno diferencijabilna
na otvorenom skupu U C R™, i pisemo f € C*(U), ako su funkcije fasx; neprekidne na U, za
svei,j € {1,2,...,n}.

Pod odredenim uslovima koji su dati u narednom teoremu, mjeSoviti izvodi ¢e biti jednaki.

Teorem 3.8.1. Neka je U C R™ otvoren skup koji sadrzi tacku a i neka je funkcija f € C?(U).
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3.9. Taylorova formula

Tada vrijeds
2 2
F - 9F .
8$i8$j 8$j0$i

za sve i,j € {1,2,...,n} takve da je i # j.

Gornje rezonovanje o parcijalnim izvodima drugog reda sada mozemo prosiriti na parcijalne
izvode treceg, cetvrtog i viseg reda, kao i na funkcije tri, ¢etiri i vise promjenljivih. Za funkciju
dvije varijable, vidjeli smo, postoje ¢etiri parcijalna izvoda drugog reda. Praveéi od njih ponovo
parcijalne izvode, dobijamo parcijalne izvode treteg reda, kojih ¢e tada biti osam. Za funkciju tri
varijable, parcijalnih izvoda drugog reda ima devet, a tre¢eg reda 27.

U opstem sluéaju, funkcija f : R® — R ima n? parcijalnih izvoda drugog reda, od kojih onda
mozemo formirati kvadratnu matricu reda n x n.

Definicija 3.8.2. Neka svi parcijalni izvodi drugog reda funkcije f : R™ — R postoje u tacki
a € R". Matricu reda n X n

8%f 8%f 9%f T
8;51 (a) Ox20x1 (a) 82?36:61 (a) T m(a)
*f 9%f
89:1 6:62 (0,) 8:82 (0,) 89:36:62 (a) 0z, 0x2 (0,)
Hf(a) = (a) P/ (@) 2Lla) - Ll (a) (3.24)
103 X203 T Tn,0T3 :
a) = a 6 D20 93 92,0
92 f 92 f‘ 92 f‘ ' ok f'
L O0z10zxn, ( ) x0T, ( ) dx30x, (a) T dx? (0,) i
nazivamo Hesseova matrica ili Hessijan funkcije f u tacki a
Primjetimo da je i-ta kolona Hesseove matrice, nista drugo do gradijent funkcue . Formalno,
hesijan mozemo zapisati sa
of of of
H V—(a) V=—(a .V
f@= vt @ vita . vl ),

zbog ¢ega ¢emo cescée za hesijan H f(a) koristiti oznaku V2 f(a) (kao gradijent gradijenta).

PRIMJER 27 : Neka je f(z,y) = 2%y — xy?. Tada je

vien=[ 08 b |-l 2]

Sada naprimjer, u tacki @ = (2,1), Hessijan glasi

v = |

N DN
|

N V)
1

3.9 Taylorova formula

Neka je f : R? — R dva puta neprekidno diferencijabilna na nekoj otvorenoj kugli B(a,r) C R? i
neka je h = (hq, ha) vektor, takav da je ||h|| < r. Definisimo novu funkciju ¢ : R — R, na sljedeéi
nacin

o(t) = fla+th) .
(Veli¢inu @ + th shvatamo tako da se iz tatke @ pomjerimo u pravcu vektora h, za duzinu t||h||).
Funkcija ¢ je funkcija jedne varijable i pri tome je specijalno ¢(0) = f(a) i ¢(1) = f(a + h). Na
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3.9. Taylorova formula

osnovu Taylorovog teoremal za funkciju jedne varijable sada imamo

P(1) = 9(0) + ¢/(0) + 56(6) (3.25)

gdje je € € (0,1). Kako je dp = df, koriste¢i pravilo izvoda kompozicije, imamo

d
¢'(t) =V f(a+th)- E(a +th) =V f(a+th) h= fy(a+th)hi + fy(a+ th)hs . (3.26)
(jasno, u izrazu V f(a + th) - h imamo skalarno mnozenje). Analogno nalazimo i drugi izvod

©"(t) =V (h1fz(a+ th) + haf,(a+ th)) -h
= (h1Vf;c (a + th) + hQny (a + th)) . (hl, hg)

-m[ G ]

(Zadnji zapis dobijamo nakon jednostavnog matriénog racuna). Koristeéi sada oznake

_| M
w0
i
h" = [hy ha] ,
posljednje mozemo zapisati sa
¢"(t)=h" -V?fla+th) h. (3.27)

Stavljajuéi (B26) i (BZ0) u izraz [B28), dobijamo sljedeéu vezu
1
fla+h)=p(1)=f(a) + V@)’ h+ §hT -Vfla+¢h)-h .

Ovaj rezultat predstavlja verziju Taylorove teoreme za funkcije vise varijabli, koga generalizujemo
sljede¢im teoremom

Teorem 3.9.1. Neka je f : R™ — R i neka je f € C*(B(a,r)) (r >0). Neka je h vektor, takav
da je ||h|| < r. Tada postoji realan broj € € (0,1), takav da vrijedi

fla+h) = fl@)+ Vi@ -h+ %hT V?f(a+¢h)-h. (3.28)

Uvedemo li oznake = a-+h i izracunamo li Hessijan u tacki a, izraz ([3:28) predstavlja polinomijalnu
aproksimaciju funkcije f.

Definicija 3.9.1. Neka je f : R™ — R dva puta neprekidno diferencijabilna na nekoj otvorenoj
kugli oko tacke a. Funkciju

Pz(z):f(a)+vf(a)T'(-’E*G)Jr%(-’E*G)T~V2f(a)'(z*a) ;

nazivamo Taylorov polinom drugog reda, funkcije f u tacki a.

3Neka je f : R — R n + 1 puta neprekidno diferencijabilna na otvorenom intervalu koji sadrzi tacku a. Tada za
svako z iz tog intervala vrijedi,

n_ (k)
f@)=>_ fT,(a)(x —a)* + Rnyi (@),
k=0 :
f(”+1)(c)

o (@ — a)"T1, za neko ¢ izmedu a i .

gdje izraz Ry41(x) predstavlja gresku i zadovoljava Ry 41(z) =
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3.10. Kvadratne forme i definitnost matrice

PRIMJER 28 : Odredimo Taylorov polinom drugog reda za funkciju f(z,y) = e >**¥ u tacki (0,0).
Rjesenje: Kao prvo nalazimo gradijent i hesijan zadate funkcije,

_ _ . de72% Y 92ty
Vf(m,y) = (_26 2:c+y7e 2x+y) 1 VQf(a:,y) = |: 72672z+y e*QZer ’

odnosno
V£(0,0) = (=2,1), V>£(0,0) = [ 7‘21 *f } .

Sada imamo
Po(a.) = J(0.0)+ V10,0 - @) + 30 HF0,0) | 7 |

~1rcan-@o o] 3 7] (5]

Y
4z — 2y
—2x+vy

=1—2w+y+%[w’ Y] {
=1-2z+y+ %(43@2 — 2y — 2y + o)
:2x2+%y272xy72x+y+1 .

Svrha Taylorovog polinoma je da se funkcija njime dovoljno dobro aproksimira u okolini neke tacke.

Na slici [B.3]) dat je prikaz te aproksimacije iz dva ugla posmatranja, da bi se bolje uo¢ila istaknuta
aproksimacija u tacki (0,0). |

T Y Y
Slika 3.3: Aproksimacija funkcije f(x,y) = e 2**¥ (zelena) u tacki (0,0), Taylorovim polinomom
Py(z,y) =22 + 3y* — 22y — 2y + y + 1 (crvena)

3.10 Kwvadratne forme i definitnost matrice

U dijelu linearne algebre, koga smo izuc¢avali ranije, upoznali smo pojam simetriéne matrice, to
jest kvadratne matrice M = [a;]nxn za koju vrijedi

M=MT,
ili za cije elemente vrijedi a;; = aj;.
PRIMJER 29 : Matrica
—1 2 -2
M=| 2 5 o],
2 0 3
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3.10. Kvadratne forme i definitnost matrice

primjer je simetricne matrice, a matrica
1 2
M =
{ 3 4 ] 7

je primjer nesimetri¢ne matrice.

Ako je f € C?, tada na osnovu Teorema (3.8.1)), imamo da su mjeSoviti izvodi jednaki, to jest

O f o0 f

axian N é)xjaxl ’

a to ¢e onda na osnovu definicije Hessijana znaciti da je za svaku dva puta neprekidno diferencijabilnu
funkciju, njen Hessijan simetri¢na matrica.

Neka je sada M proizvoljna simetri¢na matrica reda n X n. Za proizvoljnu matricu kolonu x
(mozemo redi i vektor x = (x1, xa, ..., x,)), definisimo funkciju ¢ : R™® — R na sljedeéi nacin

qx) =2 Mz . (3.29)

Funkcija ¢ je polinom drugog reda po promjenljivima x1, x2, ..., T, i nazivamo je kvadratna forma
po promjenljivima z1, xs, ..., ,, a matricu M nazivamo matrica kvadratne forme q.

PRIMJER 30 : Neka je

Kvadratnu formu dobijamo iz (3.29),

2
@) =" Mz = [z 22 [ 1 } [ o ] = [z1 + 222 221 + 2] { i; } =% + 23 +4z2s

X2

[N

Za matricu

M=| -

— =N
— Ot =
N = =

kvadratna forma u tacki € = (z1, z2, z3) glasi

qs(z) = 222 + 522 + ng — 2z120 + 2x123 + 22023 .

Definicija 3.10.1. Za kvadratnu formu q(z) = 7 Mz kazemo da je
e pozitivno poludefinitna, ako je za svako € = (1,22, ...,x,) € R™, zadovoljeno q(x) > 0.
e pozitivno definitna, ako je za svako x # 0, zadovoljeno q(x) > 0.
e negativno poludefinitna, ako je za svako x € R™, zadovoljeno q(zx) < 0.
e negativno definitna, ako je za svako x # 0, zadovoljeno g¢(x) < 0.

e indefinitna ili promjenljivog znaka, ako postoje ', x" € R™, tako da je q(z') > 0 i q(z") <
0.

e kaZemo da je kvadratna forma nedefinitna u tacki, ako je q(x) =0 za x # 0.

PRIMJER 31 : Kvadratnu formu g2 iz gornjeg primjera gdje je

12
w=la ]

@2(z) = 27 + 25 + dz122 = (71 + 22)° + 27172

mozemo zapisati
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3.10. Kvadratne forme i definitnost matrice

pa za = (1,0) imamo ¢z2(z) =1 > 0, a za £ = (1, —1) imamo g2(z) = —2 < 0. Na osnovu definicije,
kvadratna forma g» je indefinitna.

Kvadratnu formu g3 mozemo nakon malo racuna zapisati sa

g3(x) = (v1 +z2 + 173)2 + (1 — 2962)2 +96§ s

pa je ocigledno ova kvadratna forma pozitivno definitna (kao suma kvadrata) odnosno, za svako £ =
(x1,22,23) # 0 je gz(z) > 0.

Kao sto ¢emo uskoro vidjeti, od velikog je interesa imati nacin odredivanja definitnosti neke
kvadratne forme. Najjednostavniji nac¢in bio bi obrazovati tu kvadratnu formu, a onda je svesti na
neki "pogodan” oblik iz koga ”lagano” mozemo ocijeniti njenu definitnost (ovo smo primjenili u
posljednjem primjeru). Nadimo taj na¢in u za nas vaznom sluc¢aju 2 x 2 matrice. Neka je zadata
simetri¢na matrica

=[]

Kvadratna forma odredena ovom matricom je

b
c

a(z,y) = [z 9] [Z } {ﬂ = az? + 2bay + cy?

Ako je a # 0, poznatim postupkom svodenja trinoma na kanonski oblik dobijamo

2b c
q(z,y) =a (562 +—ay+ —y2)

b2 c
<fc+ ~y —;y“rayg)
ac — b2

y) - y?

<

Il

IS
A/g\

+

Sada imamo diskusiju:

1.

Ako je a > 0 i det(M) > 0, tada je za svako (x,y) # (0,0), ¢(z,y) > 0, to jest kvadratna
forma je pozitivno definitna.

. Ako je a < 01idet(M) > 0, tada je za svako (x,y) # (0,0), ¢(z,y) < 0, to jest kvadratna

forma je negativno definitna.

. Ako je det(M) < 0, tada u tackama (z,y) = (1,0) i (z,y) = (—2,1) imamo razlicite znakove

kvadratne forme, pa je ona indefinitna.

. Ako je det(M) = 0, tada imamo

q(z,y) =a <:c+ gy>2 .

Ako je x # —%y, kvadratna forma ima znak koga ima parametar a. Dakle, ¢(x,y) je ili
pozitivno ili negativno poludefinitan. Ako je x = —%y, onda je ¢(z,y) = 0, te je u ovoj tacki
kvadratna forma nedefinitna.

Jasno nam je da bi ovakav postupak odredivanja definitosti kvadratnih formi, odredenih matrica
visih dimenzija, bio poprili¢cno tezak posao. Zato sljede¢im teoremom dajemo veoma jednostavan
kriterij za utvrdivanje definitnosti kvadratne forme.

Teorem 3.10.1. (Sylvesterov kriterijum)
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3.11. Diferencijali viseg reda

Neka je
a1 ai2 -+ Gln
az1 Q2 -+ a2p
M = ,
an1 an2 e Ann

proizvoljna kvadratna matrica koja odreduje kvadratnu formu q : R™ — R. Oznacimo sa

a1 a2 - Q14
Ga21 QA2 -+ A2

Az = 9 (’L - 17 2) an)
ail Q2 o Qg

glavne minore matrice M, to jest

ail a2
az1 a2

A =a11 , Ay =

Lo, Ay = det(M)

Kvadratna forma q je pozitivno definitna ako i samo ako su svi glavni minori matrice M pozitivni,
to jest ako vrijedi A; >0 zai=1,2,...n.

Kvadratna forma je negativno definitna ako i samo ako su glavni minori alternativnih znakova,
tako da je Ay <0, to jest ako je A; <0 za neparne i, a A; > 0 za parne i.

Kvadratna forma je indefinitna ako je A, # 0, a nije ni pozitivno definitna ni negativno
definitna.

Ako je A, = 0 kvadratna forma je nedefinitna.

Uobic¢ajeno je i za matricu M reéi da je pozitivno definitna, negativno definitna ili indefinitna
kad god je takva kvadratna forma koja je njome odredena.

PRIMJER 32 : Za matricu

0, pa je kvadratna forma odredena ovom
matricom pozitivno definitna.
Za matricu

-2 1
w7l
glavni minori su A1 = =2 < 01 Ay = det(M) =7 > 0, pa je kvadratna forma negativno definitna.

Za matricu
-3 1
u=[ 73]

glavni minori su A1 = =3 <01 Az = det(M) = —7 < 0, pa je kvadratna forma indefinitna. Za matricu

-3 1 2
M= 1 2 -2,
1 2 -2

glavni minori su A; = =3 < 01 Ay = det(M) = =7 < 01i A3 = det(M) = 0, pa je kvadratna forma
nedefinitna.

3.11 Diferencijali viSeg reda

Neka je u oblasti D C R™ definisana funkcija f(z) koja ima neprekidne parcijalne izvode do k-tog
reda. Ranije smo vidjeli da totalni diferencijal ima oblik
of of of

df = a—gﬁd%l + a—ICdeQ + ...+ a—l_ndmn )
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3.12. Konveksne funkcije

gdje su dz; (i = 1,2,...,n) prirastaji, odnosno diferencijali nezavisnih promjenljivih. Totalni
diferencijal drugog reda ili krace diferencijal drugog reda, definiSe se kao diferencijal prvog diferencijala,

to jest d*f = d(df).
af of of
2
d°f = d< - dri + 2d:cg+ .+ Ind:cn).

Kako je d(dx;) = 0 za svako i = 1,2, ...,n, to sada imamo:

2p_ o 9OF of of
dfd(ax1>d 1+d<ax >dx2+ +d<axn)d:cn,

odakle sada primjenjujuéi formulu za diferencijal funkcije imamo

5 f 0% f 0% f 0% f
2f = 9T 42 42 o+ 2—2 e da, .
a*f = d Tt o day + 25 5 —dirdiy +.. 4+ 25— —dry 1 dz

Ovaj postupak mozemo generalizovati na diferencijale proizvoljnog reda, to jest vrijedi relacija,
d*f =d(d*'f), keN.

Specijalno, za funkeciju dvije varijable f(x,y), drugi diferencijal je dat sa

2 3f f f >*f
@f = Z5da® + Zgdy® + 3505

RYE aadder

dxdy .

PRIMJER 33 : Odrediti drugi diferencijal funkcije f(z,y) = #3y? — z?y + 22y — 3z + 4. Odredujemo prve parcijalne

izvode: 5 5
—f=3x2y2—2xy+2y—3 , —f=2x3y—az2+23:.
ozr Oy
Drugi parcijalni izvodi su:
>’f >’f 2 >’f 2 >’f 3
=4 — -2 = — 2z +2 = -2z 42, =5 =2z .
922 6z y Y, By = 6z"y T+ 2, Byo 6y T2, By a5

Konacno, izraz za drugi diferencijal je,

d’f(x,y) = (6xy® — 2y)da® + 2(62°y — 2z + 2)dady + 22> dy*

PRIMJER 34 : Odrediti drugi diferencijal funkcije g(z,y, 2) = sinx + siny + sin z.
Prvi parcijalni izvodi su:

% =cosz , g—z =cosy , % = Ccos 2
Drugi parcijalni izvodi su:
2 2 2
% = —sinz , g—yg = —siny, % = —sinz

%g _ 0%g _ %g _ g _ 0%g _ g
Oxdy ~ O0xdz  Oydxr Oydz 0z20x 020y
Dakle, drugi diferencijal je

ng = —sinzdz® — sin ydy2 — sin z2dz?

3.12 Konveksne funkcije
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3.12. Konveksne funkcije

Definicija 3.12.1. Za skup C C R" kaZemo da je konveksan skup ako i samo ako duz koja
spaja bilo koje dvije tacke skupa C' lezi u C, to jest

(Vz1,22 € C)(VA € [0,1]) A1+ (1 =Nz € C .

______________

(a) Konveksan skup (b) Konveksan skup (¢) Nekonveksan skup

Pojednostavljeno govoreéi, skup je konveksan ako su sve tacke tog skupa ”vidljive” iz bilo koje
tacke tog skupa. Pri tome se pod ”vidljivo” podrazumijeva po nesmetanom pravcu izmedu tacaka
(koji lezi unutar skupa).

Definicija 3.12.2. Neka je f : R®™ - R ¢« C C R"™. KaZemo da je f konveksna na C ako i
samo ako je skup C konveksan i za proizvoljne z,y € C i X € [0,1] vrijedi

FOz+ (1= Ny) <Af(x)+ 1 -Nf(y) - (3.30)

Ukoliko u (3:30) vrijedi stroga nejednakost kaZemo da je funkcija strogo konveksna.
Funkcija | je (strogo) konkavna ako i samo ako je —f (strogo) konveksna.

Geometrijski gledano konveksna funkcija ima osobinu da tetiva izmedu bilo koje dvije tacke na
grafu funkcije se nalazi iznad odgovarajuéeg dijela grafa te funkcije, Slika [3:41

(d) (e)

Slika 3.4: (a) konveksna funkcija ; (b) nekonveksna funkcije.

Teorem 3.12.1. Neka je C C R™ konveksan skup i neka su f,g : C' — R konveksne funkcije.
Tada je i linearna kombinacija af + bg takode konveksna funkcija za proizvoljne a,b > 0.

Teorem 3.12.2. Neka suC; C R i Cy C R™ konveksni skupovi. Neka je g : C; — R neopadajuca
konveksna funkcija na Cq i neka je h : Co — R konveksna funkcija takva da je h(Cs) C C1, tada
je i funkcija f : Cy — R, definisana sa f = g o h, konveksna na Cs.

Konveksnost funkcije se moze okarakterisati na razne nacine, a najéeséi je u terminima izvoda.
Za to su nam potrebne pretpostavke o diferencijabilnosti funkcije.
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3.12. Konveksne funkcije

Teorem 3.12.3 (Uslovi konveksnosti prvog reda I).
Neka je C C R™ neprazan, otvoren ¢ konveksan skup i neka je f : R™ — R neprekidno
diferencijabilna na C. Funkcija f je konveksna na C ako i samo ako za proizvoljne x,y € C

vrijedi
f@)> fly)+ Vi) (@-y) . (3.31)
Dokaz : (=) Neka su z,y € C proizvoljni i A € (0,1). Zbog konveksnosti funkcije imamo
AM@)+ 1 =Nf(y) > fOhz+(1-Ny) .

Ovayj izraz, zbog A > 0 mozemo transformisati u ekvivalentan izraz

fOz+(1-Ny) - fy)
)

ili
f(y—i—)\(x;\y)) — f(y) < flx)— f(y) .

Pustajuéi da A — 0 lijeva strana postaje izvod funkcije f u tacki y u pravcu vektora z —y,

im LYEAE=Y) ZTW) e < @) - fy)

A—0 A
Kako je Dy f(a) = Vf(a)T - u, zakljuéujemo da vrijedi
Vi)' (@ -y) < fl@) - fly),

iz. ¢ega dobijamo trazenu nejednakost (3.31).
(<) Neka je zadovoljena nejednakost ([B31]) za proizvoljne i razli¢ite z,y € C. Za proizvoljno
A € [0,1] posmatrajmo z = Az + (1 — )y € C. Nejednakost (B31) primjenimo na « i z,
fl@) > f(z) +Vf(z)" - (z —2)
=f@)+ V)" (- z—(1-Ny)
=f@)+ V)" (1-Nz—(1-Ny)
= f(z) +

z

2)+(1-ANVfE)" - (z-y),
inayiz
f@) = f2)+ V)" (y-2)
= f(2) + V()T (y— Az — (1 Ny)
=f(z) + V()" Oy -z
=f(z) + V()" (y —x)

Pomnozimo prvu nejednakost sa A\, drugu sa 1 — A i sve to saberimo,

Af() + (1= A)f(y) =

> Af(2) + A1 =NVf(@)" (@ —y)+ (1 =N f2) + A1 - NVF@)" - (y—2)
=M@+ AL =NV ()" @ —y)+ (1 - Nf(z) - A1 -NVfE@)" (@ -y)
=fz) =fOz+(1-XNy) .

Dakle, f je konveksna funkcija na C. |

Kako izraz f(y) + Vf(y)" (x — y) predstavlja Taylorov razvoj prvog reda funkcije f u tacki y
(linearna aproksimacija), rezultat gornjeg teorema mozemo tumaciti na nacin da je kod konveksne
funkcije f njena linearna aproksimacija uvijek (u svakoj tacki) "ispod” funkcije f. To mozemo
iskazati i sa time da je linearna aproksimacija (Taylorov razvoj prvog reda) globalno donje ogranicenje
konveksne funkcije. Oba ova tumacenja vrijede i obrnuto.
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3.12. Konveksne funkcije

F)+Viw" - (@ —y)

Slika 3.5: Interpretacija nejednakosti (3:31]).

Teorem 3.12.4 (Uslovi konveksnosti prvog reda II).

Neka je C'° C R™ neprazan, otvoren i konveksan skup i neka je f : R™ — R neprekidno
diferencijabilna na C. Funkcija f je konveksna na C ako i samo ako za proizvoljne x,y € C
vrijedi

(Vi) - V@) (—y) >0. (3.32)

Dokaz : (=) Za proizvoljne z,y € C, na osnovu Teorema BI2.3 imamo
f@) = f@)+ VW' (@-y)
) = f@) + Vi@ (-

Sabiranjem ovih dviju nejednakosti dobijamo

f@+f@)>f@)+Viw"  @—y+=>fl@)+Vfie) - y-=2),

Sto nakon sredivanja daje nejednakost (3.32]).
(«<=) Prema teoremu o srednjoj vrijednosti za z,y € C imamo

fly) = fl@)=Vi@E)" - (y-2), (3.33)

gdje je z = Az + (1 — M)y, za neko A € (0,1). Po pretpostavci , za z i ¢ vrijedi
(Vi) = V@) - (z—2) >0,

a odavde imamo
(1=X)(Vi(z) - Vi) - y-=z) >0.

Odavde zaklju¢ujemo da vrijedi

ViR (y—xz) > Vi) (y—zx).

Koristeéi (3.33) imamo
f)—f@) =2 Vi@ (y-2),

Sto daje trazeni uslov teorema. |

Rezultat Teorema B.12.4] nam govori da je gradijent, kao preslikavanje, monotono rastudée
preslikavanje. Ako bi posmatrali funkciju jedne varijable, onda nam ovo tvrdenje kaze da je f
konveksna funkcija ako i samo ako je f’ neopadajuca funkcija.

Napomena: Ako u Teoremu BIZ3i Teoremu BIZ4 u relacijama B31) i 32) respektivno
vrijede stroge nejednakosti, tada zakljucujemo u oba slucaja strogu konveksnost funkcije

U oba uslova prvog reda (Teorem i Teorem BIZ4) primjeéujemo da je konveksnost
obezbjedena na otvorenom skupu. Naravno da se postavlja pitanje, Sta ako je posmatrani skup C
zatvoren? Odgovor nam daje naredno tvrdenje koje navodimo bez dokaza.
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3.12. Konveksne funkcije

Teorem 3.12.5. Neka je C konveksan skup uw R™ sa mepraznom unutrasnjoséu i neka je f :
C — R. Ako je f neprekidna funkcija na C i konveksna na int(C'), tada je f konveksna i na C.

Teorem 3.12.6 (Uslovi konveksnosti drugog reda).

Neka je C' C R™ otvoren i konveksan skup i neka je f : C'— R dva puta neprekidno diferencijabilna
na C. Tada vrijedi:

1. Funkcija f je konveksna na C ako i samo ako je V2 f(x) pozitivno poludefinitna za svako
zeC.

2. Ako je V2 f(x) pozitivno definitna za svako = € C tada je f strogo konveksna na C.

Komentar: Ako u Teoremu 3126 uzmemo specijalno da je n =1 i da je C' otvoreni interval,
tvrdenje tada glasi
(a) f je konveksna na C' ako i samo ako je f”(x) > 0, za svako x € C.

(b) Ako je f”(z) > 0 za svako z € C tada je funkcija strogo konveksna.

Primjetimo da u tvrdnji (b) Teorema[BI2.G] vrijedi samo implikacija s lijeva na desno. Da obrat
ne vrijedi posluzimo se jednostavnim primjerom funkcije f : R — R, zadate sa f(z) = z*. Ona
je strogo konveksna na ¢itavom R, ali f”(z) = 1222 > 0, to jest nemamo pozitiviu definitnost
drugog izvoda jer je f”(0) = 0.
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Ekstremumi funkcija vise
promjenljivih

4

[Poglavlje]

Sada ¢emo na$ rad iz prethodnih sekcija primjeniti na problem nalazenja minimalne i maksimalne
vrijednosti funkcija viSe varijabli. Primjetit ¢emo da je tehnika odredivanja ekstremnih vrijednosti
funkcije vise varijabli veoma sli¢na tehnici koju smo izucavali kod funkcija jedne varijable.

Definicija 4.0.1. Neka je funkcija f : R™ — R, definisana na skupu Dy. KaZemo da funkcija f
ima maksimalnu vrijednost M u tacki xo, ako je f(xo) = M i za sve x € Dy vrijedi f(x) < M.
Kazemo da funkcija f ima minimalnu vrijednost m u tacki zg, ako je f(xo) = m i za sve
x € Dy, vrijedi f(x) > m.

Cesto maksimalnu i minimalnu vrijednost funkcije, uvedene gornjom definicijom, nazivamo globalni
maksimum i globalni minimum, za razliku od pojmova lokalni maksimum i minimum, koje uvodimo
sljede¢om definicijom.

Definicija 4.0.2. Neka je f : R™ — R definisana na otvorenom skupu U. KaZemo da funkcija
f ima lokalnu maksimalnu vrijednost M w tacki zg, ako je f(xo) = M i za sve x € B(zo,T),
za neko r > 0, vrijedi f(x) < M. Ukoliko za sve x € B(xo,r) vrijedi f(z) < m govorimo o
strogom lokalnom maksimumu.

Kazemo da funkcija f ima lokalnu minimalnu vrijednost m u tacki g, ako je f(xo) = m i za
svex € B(xo,r), za neko r > 0, vrijedi f(x) > m. Ukoliko za sve x € B(xo,r) vrijedi f(z) >m
govorimo o strogom lokalnom minimumu.

Cesto ¢emo upotrebljavati i termin globalni ekstrem ili globalna ekstremna vrijednost, bilo da
govorimo o globalnom maksimumu ili globalnom minimumu, a takode i lokalni ekstrem ili lokalna
ekstremna vrijednost, kada govorimo o lokalnom maksimumu ili minimumu.

Lokalgi_ _maksimum

Slobalni minimum Lokalni minimum
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4.1. Bezuslovna ekstremizacija

Teorem 4.0.1. (Teorem o ekstremnoj vrijednosti)
Neka je funkcija f : R™ — R neprekidna na nekom otvorenom skupu U. Ako je D ogranicen i

zatvoren podskup skupa U, tada funkcija f dostize maksimalnu i minimalnu vrijednost na skupu
D.

Sa gornjim teoremom imamo odli¢an rezultat koji nam govori o egzistenciji ekstremne vrijednosti
funkcije, ali ne i kako locirati tu vrijednost. Nas sljedeé¢i posao je pronaéi kriterije za lociranje
tacaka koje su kandidati u kojima ¢ée se postizati ekstremne vrijednosti, a onda i kriterije za
njihovu klasifikaciju, to jest da li se u njima postize ili ne postize ekstrem i ako se postize, koja je
vrsta ekstrema, maksimum ili minimum.

PRIMJER 35 : Ispitati postojanje ekstremne vrijednosti funkcije f(x,y) = ® + y? na skupu D = {(z,y) € R?| 2® +
497 < 4}
Rjesenje: Kako je skup D ogranicen i zatvoren (unutrasnjost elipse zajedno sa svojim rubom), a

funkcija f neprekidna na R? (kao polinomijalna funkcija), na osnovu Teorema EU1] zakljucujemo da
funkcija ima i maksimum i minimum na skupu D.

4.1 Bezuslovna ekstremizacija

Kada radimo ekstremizaciju funkcije f : R™ — R, bez ikakvih ograni¢enja na nezavisnu vaerijablu,
to jest kada posmatramo problem

f@) — ext (4.1)
z eR”,

tada radimo takozvanu bezuslovnu ekstremizaciju. Razmatranje ¢emo podjeliti na egzistenciju i
nalazenje lokalnog i globalnog ekstrema funkcija vise varijabli.

4.1.1 Nalazenje lokalnog ekstrema

Za pocetak, posmatrajmo funkciju f : R® — R koja je diferencijabilna na otvorenom skupu U i
koja ima ekstrem u tacki &y. Neka je u proizvoljan jedini¢ni vektor, tada ¢e ocigledno, funkcija
¢ : R — R, definisana sa

(p(t) = f(.’l:o + tu) )

takode imati ekstremnu vrijednost i to upravo za t = 0. Kako je ¢ funkcija jedne varijable, to onda

mora biti
©'(0)=0. (4.2)
Ali u sekciji Bl smo vidjeli da ovaj izvod nije nista drugo do izvod funkcije f u pravcu vektora u,
to jest
¢'(0) = Duf (o) - (4.3)

Na osnovu veze izvoda u pravcu i gradijenta zakljuc¢ujemo da vrijedi,
¢'(0) = Duf(xo) = Vf(xo) - u=0.

Skalarni produkt jednak je nuli ako je bar jedan od vektora tog produkta nula-vektor ili ako su
vektori ortogonalni. Ortogonalnost otpada jer gornje vrijedi za proizvoljan jedini¢ni vektor w.
Koristeéi proizvoljnost vektora u, uzmimo specijalno vektore baze. Tada imamo

of
811-

Vf(.’l?o)'ei: (270)20 , t=1,2, ... n.

Ovo nam govori da mora biti V f(xp) = 0. Primjetimo da ovo znaéii to da je nagib grafa funkcije f
jednak 0 u tacki g, u pravcima svih baznih vektora. Medutim, to zna¢i mnogo vise. Naime, nagib
grafa je 0 u svim pravcima u jer je Dy, f(zo) = Vf(xo) - u. Ovo razmatranje sumiramo teoremom.
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Teorem 4.1.1 (Neophodan uslov za ekstrem 1).
Neka je f : R® — R diferencijabilna na otvorenom skupu U i neka ima lokalnu ekstremnu
vrijednost u tacki x* € U, tada je Vf(z*) = 0.

Kako je totalni diferencijal funkcije jednak umnosku gradijenta i diferencijala argumenta, to jest

9 0 0
_ a_i(x)dzl + a—;;(z)dxz + 'a—xi(z)d:vn =Vi@)-dz,

df ()
to onda za diferencijabilnu funkciju koja ima ekstremnu vrijednost u tacki &g, vrijedi

df(xo) =0,

a takvu situaciju smo imali i kod funkcije jedne varijable jer je neophodan uslov bio f'(z) = 0,
a vrijedilo je df(x) = f'(z)dz. Teorem [IJ] nam daje kandidate za ekstreme diferencijabilne
funkcije. U opstem slu¢aju nediferencijabilne funkcije kandidata moze biti i vise.

Teorem 4.1.2 (Neophodan uslov za ekstrem 2).
Ako funkcija f : R™ — R ima ekstrem u tacki £*, tada vrijedi, ili je V f (x*) = 0 ili prvi parcijalni
izvodi funkcije u tacki x* ne postoje.

Dakle, kandidati za ekstremnu vrijednost proizvoljne funkcije su sve one tacke u kojima je gradijent
jednak 0 i sve one u kojima funkcija nije diferencijabilna. Ovo nas navodi da ove tacke definisemo
precizno.

Definicija 4.1.1. Neka je f : R™ — R diferencijabilna u tacki o i neka je Vf(xzo) =0. Tada
tacku o nazivamo stacionarnom tackom funkcije f.
Tacke u kojima funkcija f nije diferencijabilna, nazivamo singularnim tackama funkcije f.

Cesto se za obje gore pomenute vrste tacaka kaze da su kriticne tacke funkcije.

PRIMJER 36 : Funkcija f(z,y) = 22 + 32 je diferencijabilna funkcija na R* i Vf(z,y) = (2, 2y). Jedine kandidate za

ekstremne vrijednosti dobijamo rjeSavanjem sistema

2¢ =0
2y=0

Dakle, jedina kriti¢na tacka je stacionarna tacka zo = (0, 0).

PRIMJER 37 : Funkcija f(z,y) = 1 — 2% — 42 je diferencijabilna i Vf(x,y) = (—2z, —2y). Rjesavanjem sistema

—2x=0
—2y=0

dobijamo stacionarnu tacku zo = (0, 0).

PRIMJER 38 : Za funkciju f(z,y) = /22 + y?, gradijent je

_ & Y
Vf(x7y)_<\/x2+y27\/m2+y2> .

Parcijalni izvodi ne postoje u tacki zo = (0, 0) i to je jedina kriti¢na tacka funkcije f, i ona je singularna
tacka.
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PRIMJER 39 : Funkcija f(z,y) = 2 — y? ima gradijent Vf(z,y) = (22, —2y), pa je jedina kriti¢na tacka, stacionarna
tacka xo = (0, 0).

z

flz,y) = 2% +y° fla,y) =1-2%—y*  f(z,9) = 2? +y? flz,y) = 2% —y?
Minimum u (0,0) Maksimum u (0,0) Minimum u (0,0) Nema ekstrema,
Vf(o, 0) = (Oa O) vf(oa 0) = (07 0) fz i fy ne pOStOje Vf(07 0) = (Oa O)

Sada kada smo u moguénosti utvrditi postojanje ekstremne vrijednosti funkcije (Teorem [0.T]) i
identifikovati kandidate za te vrijednosti (Teorem [ 1.2) ostaje nam pronadi kriterije za utvrdivanje
da li ti kandidati jesu ekstremi i klasificirati ih. Prisjetimo se opet funkcija jedne varijable, da je
jedan od kriterija za identifikaciju lokalnih ekstrema bio test drugog izvoda. Naime, ako je ¢ bila
stacionarna tacka funkcije ¢ : R — R, tada ako je ¢”(¢) > 0, funkcija je imala minimum u ¢, a
nac¢in pokazuje zasto je to tako. Naprimjer, neka je ¢ stacionarna tacka funkcije ¢ i neka je ¢”(c)
neprekidna na otvorenom intervalu koji sadrzi ¢, i neka je ¢”(¢) > 0. Tada za neko € > 0, postoji
interval I = (¢ — ¢,c + ¢) na kome je ¢”(c) neprekidna i ¢”(t) > 0, za sve t € I. Na osnovu
Taylorove teoreme, za proizvoljno h, takav da je |h| < &, postoji s € (¢,c + h), takav da je

ple+h) = plc) + ¢/ (O + 50" (s)h° (4.4)

Zbog stacionarnosti je ¢'(¢) = 0. Takode smo imali ¢”(s) > 0, pa koristeéi to u (£4) dobijamo da
je za proizvoljno h, takav da je |h| < e, zadovoljeno

plc+h)> (),

a ovo znaci da je u tacki ¢ lokalni minimum.
Veoma sli¢no razmatranje sada mozemo sprovesti i za funkciju f : R®™ — R. Na osnovu Teorema
391 znamo da vrijedi formula

f(a+h):f(a)+Vf(a)T~h+%hT~V2f(a+§h)~h,

gdje je f dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija u nekoj kugli B(a,r) i £ € (0,1). Neka je
sada a stacionarna tacka funkcije f i neka je Hesijan V2 f(z) pozitivno definitna matrica u kugli
B(a,r). Tada je Vf(a) =0, pa vrijedi

f(a+h):f(a)+%hT~V2f(a+§h)~h.

Kako je jos a+&h € B(a,r) (za ||h|| < 7), zbog pozitivne definitnosti hesijana je hT-V?2 f (a+&h)-h >
0, te imamo

fla+h)> fa),

u pravcu proizvoljnog vektora h, za koga je ||h|| < r. Ali ovo onda upravo znaci da funkcija f ima
lokalni minimum u tacki a.

Istim argumentima bi rezonovali da smo pretpostavili negativnu definitnost Hesijana i naravno,
zakljucili bi da funkcija ima lokalni maksimum u tacki a.

Ako je Hesijan indefinitan, to bi znacilo da postoji vektor h, takav da je kvadratna forma

hT - V2f(a+¢h)-h>0,

i postoji vektor k takav da je
k' - Vifla+¢k) k<0 .
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Ovo bi onda uzrokovalo da za neki vektor h vrijedi f(a + h) > f(a), a istovremeno za neki drugi
vektor h je f(a + h) < f(a). U ovom slucaju jasno je da u tacki @ ne moze biti niti lokalni
minimum niti lokalni maksimum. Tada tacka a predstavljala takozvanu sedlastu tacku funkcije f.
Na osnovu gornjeg re¢enog sada mozemo iskazati dovoljne uslove za ekstremnu vrijednost funkcije

f:R" - R.

Teorem 4.1.3 (Test druge derivacije).

Neka je f : R = R i f € C*(U), gdje je U otvoren skup. Ako je x* € U stacionarna tacka
funkcije f, tada je

1. f(z*) lokalni minimum funkcije f, ako je V2 f(x*) pozitivno definitna matrica.
2. f(x*) lokalni maksimum funkcije f, ako je V?f(z*) negativno definitna matrica.
3. tacka x* sedlasta tacka funkcije f, ako je V2 f(x*) indefinitna matrica.

Ukoliko je V2 f(x*) nedefinitna matrica, potrebna su dodatna ispitivanja za klasifikaciju tacke
T*.

PRIMJER 40 : Odrediti lokalne ekstremne vrijednosti funkcije f(z,y) = mye_x2_y2.
RjeSenje: Nalazimo prvo gradijent

Vi(z,y) = e~ v (y— 22y, x — 2xy2) .

Kako je e~ =¥" 5 0 za sve (z,y) € R?, ¢injenica da je V f(x,y) = (0,0), svodi se na sistem
y1-22%) = o0,
z(1 - 2y%) 0.
Prva jednacina e biti tacna ako je y = 0ili x = —% ili x = % Ako je y = 0, onda iz druge jednacine
vidimo da mora biti i = 0, a time smo dobili prvu stacionarnu tacku M1(0,0). Ako je x = ﬂ:%, onda
je druga jednagina zadovoljena ako je 1 — 2y? = 0, odnosno ako je y = % ili y = —%, pa na taj nacin
dobijamo jo§ ¢etiri stacionarne tacke: Mo (%, %), Ms (—%, %), My (%, —%) i Ms (—%, —%)
Drugi korak u rjesavanju problema ovog tipa je odredivanje hesijana funkcije
2 L a?y? 4a3y — 6zy da?y® — 202 — 22 + 1
Vif(z,y) =e [ 4z%y? — 222 — 22 + 1 dy3yz — 6zy ’

Sada nakon kraceg ra¢una dobijamo

V2 f(Ma) = V2f(Ms) = ¢! { ’02 f2 ] .

Kako je A1 = —2¢7 <01

2! 0

A2 = det 0 726_1

]:46_1>O7

na osnovu testa druge derivacije zaklju¢ujemo da funkcija u tackama My i M5 ima lokalni maksimum,
i pri tome je f(M2) = f(M5) = fmax = 2e7 .

81



4.1. Bezuslovna ekstremizacija

Dalje imamo z

V2 F(Ms) = V2f(My) = ! [ (2) 0 ] .

TN <
SO SRR e o2
=

TSRty S < S
“-“‘—'—"’0‘0{"" %
oS

Sadaje A1 =21 >0i1

2e¢? 0
0 2¢~ 1

pa opet na osnovu testa druge derivacije zaklju¢ujemo da funkcija u tackama M3 i M4 ima lokalni

minimum i pri tome je f(M3) = f(M4) = fmin = —3e . Ostala nam je jo§ taka M1(0,0) u kojoj je

A2:d€t|: 246_1>07

ORI R

Sada je A1 =01 A2 = —1, pa je Hesijan indefinitan, a to znaci da je tacka M;(0,0) sedlasta tacka.

4.1.2 Nalazenje globalnog ekstrema

Posmatrajmo funkciju f(x) = 2 — 22. Posmatramo li je na ¢itavom R, ona ima lokalni maksimum
u tacki = 0, koji je i globalni maksimum, a globalnog minimuma nema (slika lijevo). Ako je
posmatramo na skupu [—1, 2] i dalje je globalni maksimum u z = 0, ali sada je globalni minimum u
tacki = 2 (slika u sredini). Ako je posmatramo za vrijednosti iz [—2, —1], njen globalni minimum
je u x = —2, a globalni maksimum je u x = —1 (slika desno). Dakle, globalni ekstrem funkcije
direktno zavisi od podrucja na kom tu funkciju posmatramo.

|
)
|
—
—_
)
|
)
|
-
-
= _ o

Slika 4.1: Globalni ekstrem funkcije jedne varijable

Nesto sliécno imamo i kod funkcija vise promjenljivih.

PRIMJER 41 : Odrediti globalne ekstreme funkcije f(z,y) = 2 + y* na skupu

D ={(z,y)| 2 +4y> < 4} .

Rjesenje: Skup D je zatvoren i ogranicen, pa na osnovu Teoreme FL0.T] funkcija f dostiZe svoju najmanju
i najvecu vrijednost.

Kako je funkcija diferencijabilna (kao polinomijalna funkcija), njene jedine kriti¢ne tacke su stacionarne
tacke, koje dobijamo iz uslova

Vf(x,y) = (2:8,22/) =0

U tacki (0,0) je mogué lokalni ekstrem funkcije ali moramo sada posmatrati sta se dogada sa nasom
funkcijom na rubu oblasti D, to jest na skupu

oD = {(z,y)| ° +4y> = 4} .

S obzirom da su na 0D nezavisne varijable vezane relacijom z2 +4y? = 4, uvodeéi polarne koordinate, to
jest smjene z(t) = 2cost i y(t) = sint, gje je t € [0, 2x], nasa funkcija f postaje funkcija jedne varijable

g(t) = f(z(t),y(t)) = [f(2cost,sint)
= 4cos’t+sin’t

= 30052t+1,
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gdje je t € [0,2n]. Ekstremne vrijednosti funkcije g ¢e biti i ekstremne vrijednosti funkcije f. Zato
posmatrajmo jednacéinu
g'(t) = —6costsint =0 .

Stacionarne tacke ¢ée biti t = 0, t = 5, t = m, t = 37” it = 2. Dakle, pored tacke (0,0) imamo

jos Cetiri kandidata za globalni ekstrem, a to su tacke (2,0), (0,1), (—2,0) i (0,—1), odredene gornjim
vrijednostima za t.
Izrac¢unavajuéi sada vrijednost funkcije u svakoj od ovih pet tacaka, odredujemo globalne ekstreme.

f(070):07 f(270):47 f(071):17 f(_270):47 f(07_ ):1

Uporedujuéi gornje vrijednosti, zaklju¢ujemo da funkcija f ima globalnu maksimalnu vrijednost 4 u
tackama (2,0) i (—2,0) i globalnu minimalnu vrijednost 0 u tacki (0, 0).

Kao sto nam pokazuje upravo uradeni primjer, za funkciju zadatu na zatvorenoj i ograni¢enoj
oblasti odredivanje globalnih ekstrema se svodi na to da pronademo lokalne ekstreme i ekstreme
funkcije na rubu te oblasti, a onda odredujemo sta ¢e od njih biti globalne ekstremne vrijednosti.
Ako funkciju ne posmatramo na zatvorenoj i ograni¢enoj oblasti, onda se problem odredivanja
globalnih ekstrema svodi na to da pronademo lokalne ekstreme, a onda nekom metodom ispitamo
da li su oni ujedno i globalni ekstremi. Posmatrajmo sljedeéi primjer.

PRIMJER 42 : U nekoj firmi zele da naprave pravougaonu posudu bez krova, zapremine 500 m? i da pritome utrose
Sto je manje moguce materijala.
Rjesenje: Oznacimo sa x i y duZzine stranica te posude u osnovi i sa z visinu te posude (sve veli¢ine
su izraZene u metrima), tada u stvari treba pronaé¢i minimalnu vrijednost funkcije

M (z,y,2) = zy + 2x2 + 2yz |

. . .. S . .. . . .. /
pri ¢emu zapremina mora biti zyz = 500. Izrazavajuéi z iz ove jednakosti i uvrstavanjem u funkciju M",

dobijamo funkciju

1000 = 1000

kojoj treba odrediti minimalnu vrijednost na beskona¢nom pravougaoniku

R={(z,y)|z>0, y>0}.

RjeSavanjem sistema

oM _ 1000 _
or e x2
oM _ 1000 _
oy Ty T

dobijamo jedinu stacionarnu tacku A(10, 10).
Hesijan funkcije M glasi

3 2000 1
VM(wyy)=[ = m]

odnosno

5 21

V2M(10,10) = [ L } .
Kako je det(V2M(10,10)) = 3, zaklju¢ujemo da je Hesijan pozitivno definitan, a to znaci da funkcija
M ima lokalni minimum u tacki A(10,10) i pri tome je

1000 1000
Mmin = M (10, 10) —10-10+T+1—0 =300 .

Ostaje nam ispitati da li je ovo i globalni minimum funkcije M?
Ako je bilo koja varijabla manja od jedan, to jest 0 < x < 1ili 0 < y < 1, tada je % > 1000, odnosno
% > 1000, pa je ocigledno vrijednost funkcije M veca od 300. Ako je sada x > 400 i y > 1, onda
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je xy > 400, pa bi opet vrijednosti nase funkcije bile veée od 300 (analogno i slucaj y > 400 i z > 1).
Dakle, ako posmatramo skup

D={(z,y)| 1 <z <400, 1<y <400},

izvan skupa D vrijednosti funkcije M su veée od 300. Na skupu D nasa funkcija ima globalni minimum
u tacki (10, 10), pa je to onda ocigledno globalni minimum funkcije na ¢itavom skupu R.
Ostaje samo jos zakljuéiti da je tada

L 500
T 10-10° 7

odnosno da posuda treba biti dimenzija 10 x 10 x 5, da bi imala odgovaraju¢u zapreminu i da bi imali
minimalne troskove.

4.1.3 Ekstremizacija konveksnih funkcija

Istaknimo neke specifi¢ne rezultate vezane za ekstremizaciju konveksnih funkcija.

Teorem 4.1.4. Neka je x* lokalni ekstrem konveksne funkcije f : Dy — R, definisane na
konveksnom skupu Dy. Tada je x* globalni ekstrem funkcije f.

Dokaz : Neka je £* lokalni minimum funkcije f. Pretpostavimo da to nije globalni minimum. To
znaci da postoji y € Dy takav da je f(y) < f(z*). Neka je XA € (0,1). Kako je Dy konveksan skup,
onda Ay + (1 — A)z* pripada skupu Dy, a kako je f konveksna to je onda

FOy+ (1 =Nz") <Af(y) + (1 - Nz" <Af@@”) + (1= N f(e") = fz7) .

Ovo znadi da je za proizvoljno A € (0,1), f(A\y + (1 — Nz*) = f(z* + Ay —z*)) < f(z*). Jasno
je da ¢e za dovoljno malo A ovo biti u suprotnosti sa ¢injenicom da je £* lokalni minimum. Dakle,
polazna pretpostavka je neodrziva. |

Teorem 4.1.5. Neka je f strogo konveksna funkcija. Ako je £* lokalni ekstrem funkcije, tada
je on strogi globalni ekstrem funkcije.

Teorem 4.1.6. Neka je f : R™ — R konveksna i diferencijabilna na R™. Tacka z* € R™ je
globalni ekstrem funkcije f na R™ ako i samo ako je V f(x*) = 0.

Dokaz : (=) Ovo je dokazano u Teoremu [4.1.1]
(«<=) Neka je Vf(z*) = 0. Zbog konveksnosti funkcije imamo da za proizvoljan y € R™ vrijedi

fly) > f@) + V)" (y-=).

Zbog nase pretpostavke zakljuéujemo da je f(y) > f(z*), za proizvoljno y € R™. Dakle, z* je
globalni minimum. |

Uslov Vf(z) = 0 je neophodan uslov za lokalni minimum u opstem slucaju. Dakle, uz
konveksnost funkcije to je i dovoljan uslov.

4.1.4 Uslovna ekstremizacija

Primjer ima neke sli¢nosti sa Primjerom [4I] Naime, u oba primjera smo nalazili ekstremne
vrijednosti funkcije pod restrikcijom na podskup koji je manje dimenzije. U prvom primjeru smo
ekstremizirali funkciju f(z,y) = 2 +1? sa restrikcijom na jednodimenzionalnoj elipsi 22 +4y? = 4.
U drugom primjeru smo ekstremizirali funkciju tri varijable M'(x,y,z) = zy + 2zz + 2yz sa
restrikcijom na trodimenzionalnu povrs zyz = 500.

U prvom smo primjeru problem rijesili tako §to smo parametrizovali elipsu, a zatim smo ekstremizirali
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funkciju jedne varijable. U drugom smo izrazili z kao funkciju od x i y, a zatim smo ekstremizirali
funkciju dvije varijable. U ovoj sekciji ¢emo dati generalni metod za rjeSavanje oba ova ali i drugih
slicnih problema.

U osnovnom slu¢aju ekstremizacija, zadata je neka (diferencijabilna) funkcija f : R® — R
za koju zelimo nadéi ekstremne vrijednosti. Taj problem smo rjesavali nalazenjem svih kriti¢nih
tacaka funkcije, a onda testom druge derivacije ispitivali karakter tih tacaka. Medutim, kao Sto
smo vidjeli u Primjeru 42 nekada treba izvrsiti ekstremizaciju funkcije, pri ¢emu su nezavisne
varijable te funkcije vezane nekim uslovom, to jest trazimo ekstremnu vrijednost funkcije f(z),
pod nekim uslovom na varijablu z. Ovo izrazavamo u sljede¢oj formi:

f@) — ext (4.5)
zeSs,

gdjeje f:R® - R, a S CR".

Skup S je zadat nekom jednacinom ili sistemom jednacina, nekom nejednacinom ili sistemom
nejednacina, a moze biti zadat i sistemom jednacina i nejednacina. Funkciju f nazivamo ciljna
funkcija, a skup S nazivamo dopustivi skup. Ovakvu vrstu ekstremizacije nazivamo uslovna
ekstremizacija.

PRIMJER 43 : Neka treba odrediti minimum funkcije z = x? + y? pri uslovu z + y = 1, to jest rjeSavamo problem

uslovne ekstremizacije

min m2—|—y2
z+y=1.

Ocigledni minimum funkcije, bez uslova z+y = 1, je u tacki (0, 0) i vidimo da ta tacka ne zadovoljava
uslov z +y = 1. Sta geometrijski predstavlja uslov u gornjem problemu?

Graf funkcije z = z® + y? je paraboloid, a uslov z + y = 1 predstavlja jednaginu ravni u R
Dakle, mi trazimo minimalnu vrijednost na paraboloidu ali samo u onim tackama u kojima se sijeku
paraboloid (ciljna funkcija) i ravan (uslovna funkcija). Sa slike vidimo da se trazi minimum funkcije koja
predstavlja parabolu u prostoru R®. Zaista, koriste¢i uslovnu funkciju, mozemo izraziti jednu varijablu,
npr. y = 1 — z, pa stavljajuéi to u izraz ciljne funkcije imamo,

z=z"+(1—-2)’=22" -2z +1,

a ovo je zaista jednacina parabole. Sada minimum ove funkcije nalazimo kao problem ekstremizacije
funkcije jedne vaerijable. 2’ = 4z — 2, pa imamo jednu stacionarnu tacku zo = % Kako je 2" = 4,
dakle pozitivan, to u tacki o funkcija ima minimum. Izra¢unavajuéi yo =1 — zo = %, zakljucujemo da

funkcija z = 2% 4+ y* ima minimum u tacki (3, 3), pri uslovu z +y = 1.

Slika 4.2: Uslovni ekstrem

Gornji primjer nam daje jedan metod za rjeSavanje problema uslovne ekstremizacije, ali jasno
je da ¢e primjena ovog metoda biti kudikamo slozenija, za malo slozenije uslovne funkcije. Zato
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nam je u interesu imati i neki drugi metod, a najopstiji od svih je tzv. Lagrangeov metod, koga
¢emo sada izloziti.

Sta ¢e biti motivacija za ovaj metod? Posmatrajmo ponovo gornji primjer i konturnu sliku
grafova ciljne i uslovne funkcije (slika F.3).

Nivo linije funkcije z = 22 + y? predstavljaju koncentri¢ne centralne kruznice (22 + y* = k), a
uslovna funkcija zbog svog polozaja (ortogonalna na xOy ravan), predstavljena je pravom linijom
u zOy ravni. Na slici uo¢avamo da prava neke od konturnih linija sijeCe, neke nivo linije nece
uopste sjedi ali da samo jednu nivo liniju dodiruje. Strelice na slici nam pokazuju pravce rasta
ciljne funkcije (gradijentni vektor u razli¢itim tackama), a time je onda odredeno da nivo linije
paraboloida blize koordinatnom poéetku, odgovaraju manjim vrijednostima funkcije (u opstem
slu¢éaju ovo nije pravilo). Ovo onda znaci da upravo ona nivo linija koja se dodiruje sa uslovnom
funkcijom predstavlja bitan momenat. Naime, tacke na onim nivo linijama koje se ne sijeku sa
uslovnom funkcijom i ne mogu biti kandidati za uslovne ekstreme, a jasno je da od momenta kada
prava presjece jednu od nivo linija, sjeéi ¢e i svaku ”veéu” nivo liniju, pa dakle tu i nemozemo
traziti kona¢nu ekstremnu vrijednost.

-
-

x
A
l

VOV NN

Slika 4.3: Nivo linije funkcije z = 2* + y? sa uslovnom funkcijom z +y = 1

5L

Naravno, traziti nivo liniju zadate povrsi koja ¢e dodirivati uslovnu funkciju ne bi bio lagan
posao. Zato se prisjetimo da je ugao izmedu dvije krive koje se sijeku, jednak uglu izmedu njihovih
tangenti u presjecnoj tacki. Dakle, ako se dvije linije dodiruju, onda se njihove tangente u dodirnoj
tacki poklapaju, ili drugacije iskazano, vektori normala na tim tangentama su paralelni. Kako je
gradijentni vektor upravo onaj vektor koji je ortogonalan na nivo liniju u proizvoljnoj tacki, a uslov
paralelnosti vektora je uslov njihove kolinearnosti, zaklju¢ujemo da mi treba da odredimo upravo
one tacke (z,y) € R? u kojima vrijedi

V(z? +y*) =A\V(r+y—1).

Zbog paralelnog pomjeranja, takvih vektora bi bilo beskona¢no mnogo. Medutim, mi trazimo
tacke na uslovnoj krivoj koje to zadovoljavaju, to jest nalazimo tacke (x,y) koje zadovoljavaju

V(z*+y?) = V(z+y—1) i

r+y—1=0.

Generalno, ako rjeSavamo problem
flx) — ext

g(x) =0,

rjeSenje ¢e biti u onim tackama x = (1, 2, ..., Tn) u kojima su zadovoljeni uslovi
Vf(z) = \Vg(x) (4.6)

glx)=0. (4.7)
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Izlozeni metod se naziva Lagrangeov metod, a nova varijabla A € R koja se pojavljuje u uslovu
@A), naziva se Lagrangeov multiplikator. Ako uvedemo funkeiju

Az, \) = f(z) - Ag(=) , (4.8)

koju nazivamo Lagrangeova funkcija ili lagranzijan, nije tesko uociti da su uslovi ({8) i (&1),
ekvivalentni uslovu
VA, \)=0. (4.9)

Zaista, nalazedi parcijalne izvode po promjenljivima z; (i = 1,2,...,n) imamo

0A _ 0f 0y

= =1,2,...,n .
8:01- 8:01 8:@ » 8 7Sy es T
Sada zbog ([@9), zakljutujemo da je
of 9g
- A =0
8:@ 8931 ’
zasve i € {1,2,....,n}, to jest vrijedi uslov (6.
Kako je
oA (@)
— = —qg(x
N g )
opet zbog (@3] imamo
g(x) =0,

odnosno uslov (Z.7]).
Na ovaj nacin smo prakticno dali i opis postupka rjesavanja uslovne ekstremizacije oblika

fl) — ext

g(x)=0.

1. Prvo formiramo lagranzijan
Az, 22y oy n, N) = a1, 22, oy n) — Ag(x1, T2, oy )
2. Odredujemo VA(z1,Z2, ..., Tn, A).

3. Rjesavamo jednacinu VA(z1, xa, ..., Tn, A) = 0, to jest sistem

oA B af dg B

P e
orn  of . dg

81'2 - 81'2 )\81'2 =0
dx,  Oxn Ox,

OA

Rjesenja posljednjeg sistema su stacionarne tacke lagranzijana i ostaje nam jos samo utvrditi
karakter tih tacaka.
Primjetimo odma, da ¢e u pronadenim stacionarnim tackama z*, biti

Al®,A) = f(z7)

(jer je g(xz*) = 0), to jest ekstremi lagranzijana ujedno su i ekstremi nase ciljne funkcije. Zato
za ispitivanje karaktera tih tacaka mozemo primjeniti test druge derivacije ili ispitivanjem drugog
diferencijala ciljne funkcije. Naime, ako je d?f(z*) > 0, imamo minimum, a ako je d?f(z*) < 0
imamo maksimum ciljne funkcije sa zadatim uslovom. Ako je d?f(z*) = 0, potrebna su dodatna
ispitivanja za odredivanje karaktera te tacke.
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PRIMJER 44 : Rijesiti problem
flz,y) = 2 + y2 — ext
z+y=1.

RjeSenje: Kao §to smo rekli, formiramo prvo lagranzijan

A(m,y,)\)Zf(x,y)—)\g(x,y):x2+y2—)\(x+y—1),

gdje je sa g(x,y) = z + y — 1 zadata uslovna funkcija.
U drugom koraku racunamo gradijent lagranzijana

OA OA OA

VA(z,y,\) = (%’Fy’ﬁ) =2z —-N2y—Nz+y—1).

Sada rjeSavamo sistem

2= =
2y —X = 0
zHy—1 =

Iz prve dvije jednacine sistema imamo 2x = 2y, to jest x = y, pa uvrstavajuéi to u tre¢u jednacinu,
dobijamo x =y = % i za ove vrijednosti je A = 1. Dakle, imamo jednu stacioarnu tacku xo = (%, %, )
Posljedni korak je utvrdivanje karaktera tacke £o. Racunajuéi druge parcijalne izvode, imamo

d’ f(zo) = 2da® + 2dy* |

i vidimo da je d*f(xo) > 0 (kao suma kvadrata), te dakle imamo minimum funkcije f, pri uslovu g, u

tacki (%, %), ion iznosi foin = %

PRIMJER 45 : Odrediti na kruznici k : (z —1)? 4 (y — 2)? = 1 najblizu i najdalju tacku od koordinatnog pocetka.

Problem mozemo rijesiti jednostavno, povlaceéi pravu
odredenu tackama (0,0) i (1,2), i nalazeéi njen presjek
sa zadatom kruznicom.

Rijesimo problem ipak na ”tezi” nacin. Razmisljajmo
ovako: ako opiSemo centralnu kruznicu proizvoljnog
poluprecnika r, onda ona na sebi sadrzi sve one tacke
koje su na istom odstojanju r od koodinatnog pocetka.

”Naduvajmo” neku malu centralnu kruznicu, sve do momenta njenog dodira sa zadatom kru¢nicom
k. Tacka dodira ¢e upravo biti najbliza tacka koordinatnom pocetku. Ako nastavimo ”naduvavanje”,
kruznice ¢e sjec¢i kruznicu k£ ali tu nemamo tacaka koje su najblize ili najdalje jer su sve one dalje od
prve dodirne tacke, a naduvavanjem dobijamo sve dalje i dalje tacke. Ovo naravno vrijedi do momenta
kada ponovo dobijemo kruznicu koja dodirne kruznicu k (velika crvena kruznica).

Cijeli opisani postupak nas navodi da problem postavimo ovako: nadimo minimum i maksimum
funkcije f(z,y) = 2> +y? (to su centralne kruznice ¢ije polupreénike trazimo) pri uslovu (z — 1) + (y —
2)2 = 1 (na ovoj kruznici trazimo najblizu i najdalju tacku). Dakle, rjesavamo

z2 —|—y2 — ext

(z-1>2+@y-27°=1.
Lagranzijan problema je A(z,y,\) = z? + 3% — A((z — 1)> + (y — 2)> — 1), a njegov gradijent,
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VA = (22 —2X\(z —1),2y — 2X\(y — 1), (z — 1)®> + (y — 2)® — 1). Rjesavamo sistem

20 —2X\(z—-1) = 0
2u—2\y—1) = 0
(x—1)>+@w-2°-1 = 0.

Stacionarne tacke su X, (1 + %, 2+ %) iXo (1 — %, 2 — %) Prostom provjerom zakljucujemo
da funkcija u ovim tackama ima najveéu i najmanju vrijednost, odnosno da su to najdalja i najbliza
tacka koordinatnom pocetku, na kruznici k.

Vratimo se na opasku ”tezi” nagin rjeSavanja. Postavimo problem da na proizvoljnoj liniji g(z,y) = 0
nademo najblizu ili najdalju tacku od koordinatnog pocetka. Sada onaj ”laksi” nacin uopste nemozemo
primjeniti, a ovaj "tezi” funkcionise. Dakle, on je univerzalnijeg karaktera i kao takav mnogo bolji nacin.
Npr. naéi na grafu funkcije y = 22 + = + 1 tacku najblizu koordinatnom pocetku.

U prethodna dva primjera vidjeli smo kako funkcionise Lagrangeov metod, pri ¢emu smo imali
samo jedno oganicenje, a time i jednu dodatnu varijablu problema. Naravno da ogranic¢enja

moze biti i viSe, medutim metod se bitno neée mijenjati. Naime, neka je zadat problem sa dva
ogranicenja.

flz1, 22, .y 2n) — ext
h(z1, @2, ..., Tpn) =0,
g(zla Z2, 7xn) =0.
Formiramo lagranzijan, tako da svakom ogranic¢enju pridruzimo po jedan lagrangeov multiplikator,
A1, @9y ey Tp, Ay 1) = f(z1, T2, .0y ) — A(T1, 22, ooy ) — pg(T1, T2y ooy Tp)

Nalazenjem gradijenta lagranzijana, postavljamo sistem

oA Of 09  Oh . .

or; O )\axi Maxifovlflﬂ,...,n
oA

o g(x1, T2, .y ) =0

oA

a—‘u = h(Il,ZCQ, 7,]7”) = 0 ,

¢ijim rjeSavanjem dobijamo stacionarne tacke problema. Kao i u slu¢aju jednog ogranic¢enja, nekim
od poznatih postupaka odredimo karakter stacionarnih tacaka.

U opstem slucaju, ako imamo k ogranicenja g;(x) = 0, ¢ = 1,2,...,k, postupak je isti, a
lagranzijan je

k
A@ ) = f@) =Y XNgi(®) , A= (A, A2, M)

PRIMJER 46 : RijeSimo problem
flz,y,2) =4y — 2z — ext
2t —y—2—-2=0,
x> + y2 —1=0.

RjeSenje: Za egzistenciju rjeSenja gornjeg problema pozivamo se na Teorem 0.1l Zaista, zbog
drugog ogranicenja, ocigledno je da vrijedi 0 < z,y < 1, a iz prvog ogranicenja onda zakljucujemo da je
—3 <z <0, pa je skup na kome trazimo ekstremne vrijednosti funkcije ogranicen i zatvoren.

Lagranzijan glasi

A($7y727)\7ﬂ):4y_2z_)\(2x_y_z_2)_N(m2+y2_1) .

89



4.1. Bezuslovna ekstremizacija

Nalazimo parcijalne izvode lagranzijana

oA
oz
oA
dy
oA
3z
oA
B}
oA
B

—2\ — 2uzx
= 4-—X—2uy

—2— A

= 2x+4+y+z+2
= 7m27y2+1.

Sistem koga rjeSavamo ima pet nepoznatih (z,y, z, A, ) i pet jednac¢ina

22 —2puz = 0
44+X—-2py = 0
24X =0
—2z+y+z+2 = 0
—xz—yQ—l—l = 0.

Iz trece jednacine direktno slijedi A = 2. Ubacujuéi to u prvu i drugu jednaéinu, dobijamo

===, ==,
Iz Iz

Stavljajuéi ove rezultate u petu jednacinu, imamo

4 9 13

E—l—ﬁzﬁzl — u==xVI13.
Sada imamo dva sluc¢aja. Za yu =13, z = —\/LI—S iy = \/LI—S Iskoristimo li i éetvrtu jednacinu, dobijamo
z=-2- \/LI_S Time smo dobili prvu stacionarnu tacku

2 3 7
X1(z,y, 2, M p) = X1 (— =, ——, —2 — ——,2,1/13) .
1(z,y ) = Xa( = TG = )
Analogno, za sluc¢aj u = —+/13, dobijamo stacionarnu tacku
2
Xa A S| V13) .

e +—727_
V13T V13 V13

Lahko se sada provjerava da u tacki X; imamo maksimum

fmaz = f(X1) =4+

RS
w

a minimum u tacki Xo

26
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4.2 Jos o diferenciranju funkcija

Ako nam je zadata vektorska funkcija zavisna o jednoj varijabli 7(t) = (z(t),y(t), z(t)) = z(t)i +
y(t)j+z(t)k, tada diferenciranje ovakve funkcije izvodimo jednostavno tako sto diferenciramo svaku
komponentu vektora, to jest vrijedi

dr(t) def <d:c(t) dy(t) dz(t)> _ dx(t) . N dy(t) . dz(t)k '

dt dt ' dt 7 dt ar cltJJr dt

Dakle, izvod vektora je vektor ¢ije su komponente izvodi komponenti polaznog vektora. Primjetimo
da su bazni vektori neovisni o varijabli derivacije. Primjena ovoga nam je poznata iz fizike, gdje
recimo ako je r vektor polozaja ¢estice u vremenskom trenutku ¢, tada % predstavlja brzinu cestice
(v), a velicina 2 predstavlja ubrzanje Cestice (a).

Proizvod skalara i vektora kao i skalarni i vektorski proizvod vektora diferenciraju se uobicajenim
pravilima za diferenciranje proizvoda uz napomenu da se u izvodu vektorskog proizvoda treba
vodit rac¢una o redoslijedu ¢lanova.

dlu-v) du dv dlu xv) du dv

i —%v+u% R 7dt :EXU+HXE'

PRIMJER 47 : Neka se Cestica krece jednoliko ubrzano po kruznici. Tada vrijedi

2 5 2
r"=r-r=const 1 v =v-v = const .

Nalazenjem izvoda ovih dviju jednakosti imamo,

dr dv
2 —_— = W — =
T 7 0 1 B 0
Prvu jednakost interpretiramo da je
r-v=0, (4.10)
a drugu
v-a=0. (4.11)

Jednakost ([@I0) znaci da su vektor polozaja cestice i njen vektor brzine
ortogonalni, a jednakost ([@II) da su vektor brzine i vektor ubrzanja
ortogonalni. Iz ovoga zaklju¢ujemo da su vektor polozaja cestice i vektor

njenog ubrzanja kolinearni (paralelni) (kretanje se odvija u ravni), a /
to znaci da je ugao izmedu tih vektora ili 0° ili 180°. Diferenciranjem
jednac¢ine (@I0) imamo
d(r -v) :r-@—l—v- dr =r-at+v-v=0
dt dt dt '
Dakle, 7 -a = —v?, a kako je 7 -a = ||r|| ||a|| cos Z(r,a), mora biti cos Z(r,a) < 0, a to znadi da je ugao

izmedu njih 180°. Dakle, vektor polozaja i vektor ubrzanja cestice su paralelni i suprotno orijentisani.

Dakle, ubrzanje kod jednolikog kretanja po kruznici je usmjereno prema centru kruznice. Sta vise iz
2

posljednje dvije jednakosti imamo da je veli¢ina ubrzanja data formulom a = v (a=|lall, = |Ir|])-
r

4.2.1 Divergencija i rotor

Kao sto smo to veé¢ ranije vidjeli, gradijent skalarnog polja Vf nije niSta drugo do mnozenje

gradijenta (vektora (8%1, 8%2, ce %)) skalarom (skalarna funkcija f(x1,za2,...,2,)). Nabla

operator jo§ nazivamo i operator diferenciranja jer o¢igledno on na odreden nacin daje informacije
o izvodu” funkcije (rezultat njegovog djelovanja na skalarnu funkciju je vektor parcijalnih izvoda
te funkcije).

Medutim, nabla operatorom mozemo djelovati i na drugi vektor, to jest mozemo ga mnoziti i
drugim vektorom. Pri tome smo zainteresovani kako za vektorske osobine, tako i za diferencijalne
osobine tog mnozenja. Za vektore imamo skalarni proizvod i vektorski proizvod, tako da nas to
vodi ka dva nova pojma u radu sa nabla operatorom.
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Definicija 4.2.1. Neka je F(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y,2)) vektorsko polje u R3,
to jest vektorska funkcija vektorske promgenljive. Divergencija vektorskog polja F' je funkcija
zadata sa

or  0Q  oR

div(F) =V -F = — .
iv(F) =V 0x+8y+82

Primijetimo da je divergencija vektorskog polja definisana skalarnim proizvodom gradijenta i
vektorskog polja. Takode primjetimo da je divergencija vektorskog polja skalarno polje.

PRIMJER 48 : Neka je dato vektorsko polje F(z,y, 2) = (2%y?,y?2%, 122%) = 22y%i + y*2%j + 222°k. Tada je

; _ _ (0 9 9 22 22 22
div(F) =V F_(ax’ay’az> (z7y",y"2°,2°2%)

29 2.2 2.2
_0@y) | eT) | 0@ o200 a2y
ox oy 0z

Divergencija je operator koji mjeri intenzitet izvora ili ponora vektorskog polja u datoj tacki.
Naprimjer, za vektorsko polje koje pokazuje brzinu Sirenja zraka kada se on zagrijava, divergencija
polja brzine imala bi pozitivnu vrijednost, jer se zrak &iri. Da se zrak hladi i skuplja, divergencija
bi bila negativna. Lokalno gledano, divergencija mjeri prostornu promjenu vektorskog polja.
Divergencija bi se mogla opisati i kao mjera promjene u gustoci.

PRIMJER 49 : Neka je r = (x,v, 2) vektor polozaja proizvoljne tacke u R®. Tada je

o 0 0
v'r—(%7a_y7a)'(m7y7z)_3'

Neka se jedan elektri¢ni naboj (monopol) nalazi u koordinatnom pocetku. Neka se elektri¢na sila tog
naboja prostire radijalno i ovisna je direktno proporcionalno o polozaju tacke i obrnuto proporcionalno
sa kubom rastojanja od naboja. Dakle, F' = T, gdje je r = (z,y, z) vektor polozaja proizvoljne tacke,
ar=|r|| =x2+ y? + 22. Izratunajmo divergenciju ovog vektorskog polja.

div(F):v.F:v.(L): 9 (£)+Q<£)+ o (z)

Oz \r3 Oy \r3 8z \r3
S22 () sl (2) 42 (3)
r3 Ox \ r3 oy \r3 Oz \ r3
_3 . (,3) +yY (,3) 4,2 <,3)
73 r 74 T 74 r 74
2 2 2 2
Ll s g )

Sve ovo izvedeno vrijedi za r # (0,0, 0) jer je tacka gdje se nalazi naboj singularna tacka.

Na osnovu ovog razmatranja se dobija Coulombov potencijal V(r) = — ¢ , sa elektri¢nim poljem
E=-vv=-2L

Ameor
Ameor2”

Osnovne osobine divergencije iskazujemo narednim tvrdenjem.

Teorem 4.2.1. Neka su f skalarno polje i F i G vektorska polja, sve diferencijabilne funkcije
i a,beR. Tada vrijedi:

1. Ako je F konstantno vektorsko polje, tada je div(F') = 0.
2. div(aF + bG) = adiv(F) + bdiv(G).
3. div(fF)=Vf -F+ fdiv(F).
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Definicija 4.2.2. Neka je F(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y,2)) vektorsko polje u R3,
to jest vektorska funkcija vektorske promjenljive. Rotor vektorskog polja F' je funkcija data sa

i j k

OR 8Q OP OR 0Q 0P

S v4 |9 90 o |_ (I _Zx 22 Tt Tx 7
roilF) =V x F= B ‘Zj & (ay 9z’ 0z Oz’ Ox ay)'

Primijetimo da je rotor vektorskog polja ustvari vektorski proizvod gradijenta i vektorskog polja i
da je on opet vektorsko polje.

PRIMJER 50 : Za vektorsko polje zadato sa F(z,y,z2) = (x — y,z + y, z), njegova divergencija je skalar

. Oz —y)  Ox+y) 0z
div(F) =V -F e + 3y + e +1+ 3
a njegov rotor je vektor
) i k
rot(F)=VxF=| 2 2 £ |=0i+0j+(1+1k=2k=(0,0,2).
r—Yy x+y =z

Rotor vektorskog polja ima smisla definisati samo u Euklidskom prostoru R? (sta bi bila ¢etvrta
vrsta u determinanti?), za razliku od gradijenta i divergencije koje mozemo posmatrati na proizvoljnom
n-dimenzionalnom euklidskom prostoru, n € N. Osnovne osobine rotora iskazujemo narednim
tvrdenjem.

Teorem 4.2.2. Neka su f skalarno polje i F i G vektorska polja, sve diferencijabline funkcije
i a,beR. Tada vrijedi:

1. Ako je F konstantno vektorsko polje, tada je rot(F') = 0.
2. rot(aF + bG) = arot(F') + brot(G).
3. rot(fF) =V f x F + frot(F).

Neke zajednicke osobine divergencije i rotora iskazane su narednom tvrdnjom.

Teorem 4.2.3. Neka su f skalarno polje i F i G vektorska polja, sve diferencijabline funkcije.
Tada vrijedi:

1. div(F xG)=G - (VxF)—F-(VxG)=G - rot(F) — F -rot(G).

2. rot(F x G) = F - div(G) — G - div(F) + (G- V)F — (F - V)G.
3. rot(Vf)=0.
4. div(rot(F)) = 0.

Neka je f € C%(R?) skalarno polje. Tada je V f vektorsko polje, pa na njega mozemo primijeniti
operatore divergencije i rotora. Rotor vektorskog polja Vf je

o 6] 2]
ot(Vf) =V xVf=| 3 2, @
of of of
ox oy 0z

2 2 2 2 2 2
(PPN (PPN (PR
Oydz  0z0y 0z0r  0x0z Oxdy Oyox
Sa ovim smo prakti¢no dokazali osobinu 3. gornjeg teorema.
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Pretpostavimo da nam je poznato vektorsko polje F(z,y,z) u R? i Zelimo da odredimo da li
postoji skalarna funkcija ¢ takva da je F' = V. Odgovor na ovo pitanje dobijamo izracunavanjem
rotora vektorskog polja F'. Naime, ako je rot(F') # 0, tada ne postoji skalarna funkcija ¢ takva da
je FF = V. Ovo zakljuéujemo iz 3. prethodnog teorema jer mora biti rot(Vy) = 0. Dakle,
u prostoru glatkih funkcija koje su definisane nad povezanim domenom (oblast “bez rupa”),

potreban i dovoljan uslov da postoji skalarna funkcija ¢ takva da je FF = Vo jeste da je rot(F) =
0.

PRIMJER 51 : Neka je div(F') = 0. Tada se rjeSenje ove jednacine moze traziti u obliku F =V x f, gdje je f = f(r)
(r = (z,y, z)) vektorski potencijal. Zaista, tada bi imali

v (F) — _ (&9 85y gy g G 69 [
div(F) =V (vxf)_<8x’8y’8z) (8y 0z’ 0z Oz’ Ox 8y)

_2(3R_59), 2 (2 _om), 0 (99 or)

or \ 0y 0z oy \ 0z Oz 0z \ 0z Oy

_0°R  0°Q | 0°P O°R N 0’Q  o*P
Oydx  0z0x  0z0y Ox0y 0xdz 0yoz

Gornje rezonovanje se ne¢e promjeniti i da smo vektorskom potencijalu dodali gradijent neke skalarne
funkcije, a to nam govori da vektorski potencijal koji odreduje funkciju F' nije jednoznacan.

Divergencija vektorskog polja Vi je

(T T v (22,0 (00), D (D
div(Ve) =V W_ax (8x)+8y (8y)+8z(8z)

_ %o P9 O
C0x2 0 Oy 022

Ovaj operator se naziva Laplaceov operator ili laplasijan i oznacava se sa A (¢itamo ”delta”).
Dakle,
02 0? 0?
A=divV =V -V=—+ —S+ — .
Ox? + Oy? * 072
Ovaj operator ima brojne primjene u mnogim oblastima matematike, te u fizici, elektrostatici,

kvantnoj mehanici, obradi snimaka, itd. Nazvan je po francuskom matemati¢aru Pjeru Simonu
Laplaceu.

PRIMJER 52 : Laplasijan skalarnog polja f(z,y, z) = z* + y? + 22 jeste

2 2 2
f  Of L _

Af = ox?  OJy? 0z

Iskazimo jos neke veze divergencije, rotora i laplasijana.

Teorem 4.2.4. Neka su f i g skalarna polja i F vektorsko polje, sve diferencijabline funkcije.
Tada vrijedi:

1. div(fVg) =V f-Vg+ fAg.
2. rot(fVg) = Vf x Vg.
3. rot(rot(F)) = Vdiv(F) — AF.

Za kraj navedimo jednu konkretnu implementaciju rotora i divergencije. Neka je E elektricno
polje (vektorsko polje) i B magnetsko polje (vektorsko polje). Elektromagnetski fenomeni u
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4.2. Jos o diferenciranju funkcija

vakuumu opisani su poznatim Maxwellovim jednacinama, koje u diferencijalnoj formi glase:

V-E:div(E):Eﬁ
0

V.B=div(B) =0

OB

E =rot(F) = ———

V X rot(E) 5
OF
V x B =rot(B) = pod + poco—

ot

gdje su

p - gustoca elektricnog naboja

gg - dielektriéna konstanta vakuuma
Lo - permeabilnost vakuuma

J - gustoca elektricne struje.

Prva Maxwellova jednacina poznata je kao Gaussov zakon, koji govori da je elektri¢ni naboj
izvor (ili ponor) elektri¢nog polja. Ukupni elektriéni tok kroz zatvorenu povrsinu proporcionalan
je koli¢ini elektri¢énog naboja koji se nalazi unutar zapremine te povrsi. Ako unutar te zatvorene
povrsi nema elektri¢nog naboja (ili je kolicina pozitivnog jednaka koli¢ini negativnog elektri¢nog
naboja), ukupni elektriéni tok kroz tu zatvorenu povrs je nula. Ovo ipak ne zna¢i da u toj zapremini
nema elektricnog polja, ve¢ samo da ukupni tok is¢ezava. Dakle, ako nema elektricnog naboja u
toj posmatranoj zapremini, koliko silnica elektri¢nog polja ulazi kroz povrs koja opisuje zapreminu,
toliko silnica negdje i izlazi iz te iste zatvorene povrsi.

Druga Maxwellova jednag¢ina sli¢na je prvoj (u situaciji u kojoj ne postoji naboj) i ona opisuje
magnetsko polje. Ova jednacina govori da ne postoji ”"magnetski naboj” (magnetski monopol), to
jest ne postoji izvor magnetskog polja iz kojega bi proizlazio magnetski tok razli¢it od nule. U
svakoj tacki prostora, koli¢ina silnica magnetskog polja koja ulazi u tu tacku jednaka je koli¢ini
silnica koje izlaze iz te tacke. Silnice magnetskog polja nemaju izvora (ili ponora), pa zbog toga
ukupni magnetski tok kroz zatvorenu povrs uvijek is¢ezava. To vrijedi i za izvore magnetskog
polja, stoga je svaki izvor magnetskog polja barem dipol.

Trecta jednacina je poznata kao Faradayjev zakon indukcije: Svaka promjena magnetnog polja
stvara elektriéno polje.

Cetvrta jednacina je prosireni Ampereov zakon: Oko provodnika kojim tece struja indukuje se
magnetsko polje, ali i svako promjenjivo elektri¢no polje indukuje magnetnko polje.
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