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1 Diferencijalne jednacine

[Poglavlje]

Tipova diferencijalnih jednagcina ¢ija se rjeSenja mogu izraziti pomocu konacnog broja elementarnih
funkcija i njihovih integrala ima veoma malo. To posebno vrijedi za jednacine drugog i viseg reda,
gdje postoje samo posebni slucajevi koji se mogu rijesiti elementarno u gore navedenom smislu.
Istorijski gledano, njihov znacaj je veliki jer su prva saznanja o diferencijalnim jednac¢inama i
stecena proucavanjem takvih tipova jednacina, pocevsi od Newtona i Leibnitza. Kako je osnovni
momenat njihovog rjeSavanja uvijek bila integracija kao postupak inverzan izvodu, takvi tipovi
jednacina se nazivaju integrabilnim, postupak rjesavanja nazivamo integracija, a samo rjesenje se
zove integral diferencijalne jednacine.

U rjesavanju nekog inzenjerskog problema, koji je najcesce fizikalne prirode, kao prvo pristipamo
formulaciji tog problema matematickim jezikom, u terminima varijabli, funkcija i jednacina. Ovakav
nacin izrazavanja nazivamo matematicki model posmatranog problema. Kompletan problem od
postavljanja modela, njegovog matematickog rjeSavanja do interpretacije rezultata, bilo fizikalno
ili u nekoj drugoj terminologiji, nazivamo matematicko modelovanje ili jednostavno modelovanje.
Modelovanje problema zahtjeva iskustvo koje se stice posmatranjem mnogih problema. Pri tome
rac¢unari nam mogu pomod¢i u rjeSavanju nekog problema, ali ne i u postavljanju matematickog
modela.

Fizicki Matematicki Matematicko Fizikalna
sistem model rjeSenje interpretacija

Iz fizike znamo da su mnogi problemi kao §to su brzina i ubrzanje ustvari izvodi funkcije. Samim
tim su i modeli istih Cesto jednacine u kojima se pojavljuju izvodi nepoznate funkcije. Ovakvi
modeli se nazivaju diferencijalne jednacine. Prirodno, tada Zelimo naéi rjeSenje takve jednacine
(funkciju ¢iji izvodi se pojavljuju u jednaécini), ispitati njene osobine, nacrtati njen graf, naéi njene
vrijednosti i interpretirati je fizikalnim jezikom kako bi mogli razumjeti ponaSanje sistema opisanog
u posmatranom problemu.

U radu sa diferencijalnim jednacinama pravimo razliku i osnovnu podjelu na dvije vrste ovih

jednacina.
Obicne diferencijalne jednac¢ine (ODE) podrazumijevaju jednacine u kojima se pojavljuju izvodi
nepoznate funkcije, prvi i/ili visi, koju uobi¢ajeno zapisujemo y(x) (ili y(¢) ako je nezavisna
varijabla vrijeme t). Takve jedna¢ine mogu sadrzavati osim izvoda i samu funkciju y, neke druge
konkretne funkcije kao i konstante. Naprimjer,

y =22 +2, (1.1)
y" + 2y = cos2x (1.2)

y/y/// _5 /y// -0. (1'3)
Uobicajeno se nepoznata funkeija u diferencijalnoj jednacini zapisuje samo sa y (y'y"” —5v/y” = 0),
ane y(x) (v (z)y" (z) —5/y"(x) = 0), jednostavnosti zapisa radi. Ovdje, kao §to nam je poznato
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od ranije, kada nam je potrebno koristimo notaciju 3’ = Z—z ili ¢ = % i sliéno.
Rijec¢ ”obicne” pravi razliku od druge vrste diferencijalnih jednacina, a to su parcijalne diferencijalne
jednacine (PDE) u kojima fugurisu parcijalni izvodi nepoznate funkcije dvije ili vise varijabli.
Naprimjer,
Pu 0%u
—+—-—=0,
oxr? = 0y?

gdje je u podrazumijevano nepoznata funkcija varijabli = i y (sli¢no kao gore, ne pisemo u jednacini
u(z,y)). PDE imaju vaznu inZenjersku primjenu ali su mnogo komplikovanije od ODE, te ¢emo
se njima baviti u narednim kursevima matematike.

Za obicnu diferencijalnu jednacinu kazemo da je reda n ako je n-ti izvod funkcije y najvisi izvod
koji se pojavljuje u jednacini. Koncept "reda” omogucava nam klasifikaciju obi¢nih diferencijalnih
jednac¢ina na jednacine prvog, drugog, treceg ili viseg reda. Tako je jednacina (1.1) prvog reda,
jednacina (1.2) drugog i jednacina (1.3) treceg reda.

1.1 Diferencijalne jednacine prvog reda

U prvom dijelu posmatrat ¢emo obicne diferencijalne jednacine prvog reda, to jest jednacine u
kojima se pojavljuje obavezno ', eventaulno sama funkeija y i/ili bilo koja druga funkcija od z.
Drugacije receno, to su jednacine oblika

F(z,y,y') =0, (1.4)

ili ¢esée zapisana u formi
y' = fxy) - (1.5)

Ovu drugu nazivamo eksplicitna forma, za razliku od prve koju nazivamo implicitna forma jednacine.
Naprimjer, jedna¢inu u implicitnoj formi

22y —2ylnz =0,
mozemo zapisati u eksplicitnoj formi ¢’ = 23’;#
Za funkciju y = y(x) kazemo da je rjesenje jednacine (1.4) na otvorenom intervalu (a,b), ako
je ona definisana i diferencijabilna na tom intervalu i ako data jednacina postaje identitet kada u
nju uvrstimo y(x) i y'(x).

PRIMJER 1 : Iz diferencijalnog racuna funkcije jedne varijable znamo da je izvod funkcije y = ce'-5®

y = dy _ c-15e"%" =15y .

dz
Vidimo da je funkcija y rjesenje diferencijalne jednacine ¢y’ = 1.5y. Ova jednaéina je obi¢na diferencijalna
jednacina tipa y’ = ky za k > 0, i predstavlja jednaé¢inu eksponencijalnog rasta. Ona odrazava naprimjer,
Sirenje zasada bakterija, rast populacije zivotinja u rezervatu, a moze se primjeniti i na rast male ljudske
zajednice na velikom podruéju i kao takva je poznata kao Malthusov zakon.
Sli¢no, jednacina y' = —ky za k > 0 ima rjeSenje y = ce *® i predstavlja jedna¢inu eksponencijalnog
opadanja. Naprimjer, raspad radioaktivne materije.

PRIMJER 2 : Ispitati da li je funkcija y = £ rjesenje diferencijalne jednacine xy = —yzaz #O0.
Rjesenje. Kako je 3y’ = — =%, uvrstavanjem u jednac¢inu imamo
ey _ @
(2)--%
c ¢
== 5 °

Dobili smo tacan identitet, te je posmatrana funkcija rjeSenje diferencijalne jednacine.
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U gornjem primjeru vidimo da rjesenje diferencijalne jednacine sadrzi proizvoljnu konstantu c.
Ovakvo rjeSenje onda nazivamo generalno rjesenje obi¢ne diferencijalne jednacine. Geometrijski
gledano, generalno rjesenje predstavlja familiju od beskonatno mnogo funkcija koje su rjesenja
polazne jednacine, od kojih svaku dobijemo za razlicit izbor konstante c. Izdvajanjem jednog
rjeSenja, uzimajuéi jedno konkretno ¢, dobijamo takozvano partikularno rjesenje jednacine. Dakle,
partikularno rjesenje ne sadrzi nikakve konstante.

Najcesce jedinstveno rjesenje, dakle partikularno rjeSenje, dobijamo iz generalnog rjesenja
koristeéi neki inicijalni, pocetni uslov y(zg) = yo, sa zadatim konkretnim vrijednostima zg i yo,
pomocu koga ustvari odredujemo konstantu c.

PRIMJER 3 : Posmatrajmo diferencijalnu jedna¢inu y’ = cos z.
Iz ¢/ = % = cosz imamo dy = coszdz, pa nakon integriranja, [dy = [ coszdz, zakljuéujemo da
je y = sinz + ¢ generalno rjesenje date jednacine. Kao §to rekosmo, ovo rjeSenje predstavlja familiju

funkcija ¢iji su grafici predstavljeni na slici.

Slika 1.1: Familija krivih y = sinz + ¢
Zahtjevajuéi da je y(m) = 1.5, zakljuujemo da je ¢ = 1.5, ¢ime izdvajamo jedno partikularno rjesenje
y =sinz + 1.5 (crveno obojeni graf na slici).

Geometrijski gledano, izdvajanje jednog rjesenja zahtjeva odrediti onaj graf funkcije (iz familije
rjesenja) koji prolazi kroz tacku (zg,yo). Obi¢na diferencijalna jednacina zajedno sa inicijalnim
uslovom

y'=flz,y) . y(xo) =wo,

naziva se Cauchyjev problem ili problem sa pocetnim uslovom.

Ponekad obi¢na diferencijalna jednac¢ina moze imati jedinstveno rjesenje koje se ne moze dobiti
iz generalnog rjesenja, nekim izborom konstante. Takav je primjer jednagine y? — zy’ +y = 0.
Prostom provjerom se uvjeravamo da je generalno rjedenje zadato sa y = cx —c?. Medutim, rjesenje
jednacine je i funkcija y = %2, a ocigledno je da se ovo rjeSenje ne moze dobiti iz generalnog rjesenje
niti jednim izborom konstante c¢. Ovakva rjesenja diferencijalnih jednacina se nazivaju singularna
riesenja.

1.1.1 Jednacina sa razdvojenim promjenljivima

To je jednacina kod koje se u (1.5) desna strana moze napisati kao proizvod dviju funkcija od kojih
jedna zavisi samo od x, a druga samo od y, to jest jednac¢ina koja ima formu

Y = f(x)g(y) - (1.6)

Sljedeéim teoremom dati su uslovi za postojanje i jedinstvenost rjesenja jednacine (1.6).

Teorem 1.1.1. Neka je funkcija f(x) neprekidna na intervalu (a,b) i neka je funkcija g(y)
neprekidna i razli¢ita od nule na intervalu (c,d). Tada postoji jedinstveno rjeSenje jednacine
(1.6) koje zadovoljava polazni uslov y(xo) = yo (zo € (a,b), yo € (¢,d)) i definisano je u nekoj
okolini tacke xq.
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PRIMJER 4 :

1. Diferencijalne jednacine prvog reda
e,y
Rijesiti jednaginu: zy = ——.
y+1
Rjesenje. Kao prvo, jedna¢inu dovodimo u oblik
o Y
ORI

1

iz koga uotavamo da je data jednacina sa razdvojenim promenljivima, gdje su f(z) = — i g(y) = %
T Yy

. . .. N 28 o d
Razdvajamo promjenljive koristeéi jednakost y’ = &,
(y+Ddy _dx
y T

Sada integralimo posljednju jednacinu i rjeSavanjem integrala na lijevoj i desnoj strani dobijamo generalno
rjeSenje polazne diferencijalne jednacine,

y+Injy|=h|z|+C .

PRIMJER 5 :

Odrediti ono rjesenje diferencijalne jednagine 3y’ = 6y°z koje zadovoljava uslov y(1) = %
Rjesenje. Data diferencijalna jednacina je jednacina sa razdvojenim promjenljivima. Zato prvo
razdvojimo promjenljive

y':@=6y2x <— d—‘ZZGmdx.
dx Y

Nakon integriranja posljednje jednakosti

/y_zdyZG/mdm,

1
dobijamo —— = 3z® + C, odnosno, rjeSenje diferencijalne jednacine je
Yy

1
¥ = "g@r o

gdje je C proizvoljna realna konstanta. Za razne C imamo razli¢ite funkcije rjeSenja, Sto je prikazano
na Slici 1.2. Naéi ono rjeSenje koje zadovoljava uslov y(1) = %, znaci od svih funkcija izabrati onu za
koju je C odreden ovim uslovom, to jest

RO
25 3+C’
odakle nakon kradeg racuna dobijamo C' = —28, ¢iji je graf dat na Slici 1.3.

[ V)

|

T
QaaaQ
I
NN

Slika 1.2: Grafici funkcije y(z) = —ﬁ.
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T T f T T T T

—4 -3 -2 =il 1 2 3 4

Slika 1.3: Graf funk?:ije y(z) =

1
3x2-28"

PRIMJER 6 : (Jednaéina sa razdvojenim promjenljivim) Rezervoar sadrzi 1000 litara vode u kojoj je rastvoreno
100 grama soli. U rezervoar se poc¢ne ulijevati slana voda brzinom 10 litara u minuti gdje svaki litar
vode sadrzi 5 grama otopljene soli, a istovremeno slana voda izlazi iz rezervoara brzinom 10 litara u
minuti. MjeSanjem se otopina u rezervoaru odrzava homogenom. Odrediti koli¢inu soli u rezervoaru u
trenutku t.
Rjesenje. Oznacimo sa y(t) koli¢inu soli u proizvoljnom trenutku ¢. Njena brzina promjene je

1y’ = stopa priliva soli — stopa odliva soli.

Priliv u minuti je od 50 g soli (5 g soli puta 10 1 slane vode). Odliv je 10 litara slane vode $to je
10/1000 = 0.01(= 1%) od ukupne koli¢ine rastvora u rezervoaru, a to je koli¢ina od 0.01y(t). Zbog toga
je matematicki model posmatranog procesa dat sa

y'(t) = 50 — 0.01y(t) = —0.01(y(t) — 5000). (1.7)
Jednacina (1.7) je jednaéina sa razdvojenim projenljivim koju rjeSsavamo na sljedeéi nacin:

_dy
y — 5000
In |y — 5000 = —0.01¢ + C4,
y — 5000 = Ce %% gdje je C =€,
y = 5000 + Ce™ 0,

= —0.01dt,

Buduéi da na pocetku rezervoar sadrzi 100 g soli to je pocetni uslov dat sa y(0) = 100 Sto ¢e nam
dati jedinstveno rjeSenje. Ako iskoristimo uslov y(0) = 100 dobijamo da je C' = —4900. Koli¢ina soli u
rezervoaru u proizvoljnom trenutku t data je sa y(t) = 5000—4900e~°-°'" i ova funkcija se eksponencijalno
priblizava ka granici od 5000 g.

5000 (-~~~ = === === = —mmm————
4000 - 52

3000 -
2000 /
—Q _ looo

100 & | | | | |
0 100 200 300 400 500 ¢

PRIMJER 7 : Pretpostavimo da se zimi temperatura tokom dana unutar neke prostorije odrzava na 70°C. Grijanje
se iskljucuje u 22:00 te ponovo ukljucuje u 06:00. Jednog dana u 02:00 unutar prostorije je izmjerena
temperatura od 65°C. Vanjska temperatura je bila 50°C' u 22:00 koja je pala na 40°C' u 06:00. Koja je
temperatura bila unutar prostorije kada je grijanje uklju¢eno u 06:007

Rjesenje. Eksperimentalno je potvrdeno da je brzina promjene temperature 7' nekog tijela proporcio-
nalna razlici temperature 7' i temperature okoline koja ga okruzuje (Newtonov zakon hladenja).
Sa T'(t) ozna¢imo temperaturu unutar prostrije a sa Ty vanjsku temperaturu. Prema Newtonovom
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zakonu hladenja vrijedi
dT

dt
Ovakvo modelovanje je izvrSeno pri idealnim uslovima, a koristenje ovog modela na rjeSavanje naseg
problema takoder moze dati vrijedne kvalitativne informacije. Buduéi da u svakom trenutku ¢ ne znamo
vanjsku temperaturu Ty koja varira izmedu 40°C i 50°C, jednacinu (1.8) éemo rijesiti uz podatak
da je Ty = 45°C, to jest uzet ¢emo srednju vanjsku temperaturu u tom periodu. Zbog fizikalnih
razloga mozemo ocekivati da ¢e nam to dati razumnu aproksimaciju temperature prostorije u 06:00. Uz
konstantu Tv = 45°C, jednacina (1.8) je jednacina sa razdvojenim promjenljivim koju rjeSavamo na
sljedeéi nagin:

— T = ). (1.8)

dT
T — 45
ln|T—45| :kt—l—Cl,

T—45=Ce", ¢ =5
T(t) = 45 4 Ce**.

= kdt,

Mi smo izabrali da je u 22:00 ¢ = 0 pa je pocetni uslov T'(0) = 70 §to daje partikularno rjesenje Tp:
T(0) =45+ Ce® =70, C = 25, Tp(t) = 45 + 25¢*t.

Dalje ¢emo iskoristiti uslov da je T'(4) = 65 §to je temperatura nakon ¢ = 4 sata, to jest u 02:00. Uz ovaj
uslov, dobijamo T},(4) = 65 = 45+ 25¢** odakle je k = 1 In0.8 = —0.056. Dakle, T},(t) = 45+ 25¢~*0%°".
U 06:00 je 8 sati (¢t = 8) nakon 22:00 pa je Tp(8) = 45 + 25¢~ 2958 — 61°C. Dakle, temperatura u
prostoriji se spustila 9°C' sto je bilo razumno i za ocekivati.

1.1.2 Homogena jednacina
To je jednacina oblika
y=rf

gdje je f neprekidna funkcija u nekom intervalu (a,

/N

%) (1.9)

Datu jednacinu rijeSavamo smjenom

b).
() = y( )

odakle se nalazenjem izvoda po x ima
y'(z) = u'(z)x + u(z) .

Ubacujuéi posljednje dvije jednakosti u jednacinu (1.9), dobijamo jednacinu

koja predstavlja jednac¢inu sa razdvojnim promjenljivima.

PRIMJER 8 : Rijesiti diferencijalnu jednaginu: 3’ = zfz

Rjesenje. Prvo uoc¢imo da desnu stranu date jednacine mozemo transformisati,

p_ 14
¥y =1"

8|

8|

odakle je ocigledno da je data jednacina homogena. Sada uvodimo smjenu

u:g , Y =urtu.
9
Polazna jednacina sada dobija oblik
p 1+u
uUr—+u= y
1—u
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odnosno 5
7 1+u

U =———".
z(1—w)
Posljednja jednacina je jednacina sa razdvojenim promjenljivima, ¢ijim rjeSavanjem prema ranije izlozenom
postupku dobijamo
1
arctgu — 5 In(1+v?)=Inlz| +C,

odnosno, vracajuéi smjenu
2

arctgg—lln 1+y— =Inlz|+C .
r 2 72

PRIMJER 9 : Odrediti ono rjesenje diferencijalne jednacine

[ 4_‘T + Yy ,
y
koje zadovoljava uslov y(1) = 2.
Rjesenje. Nakon smjene u = £, odakle je y' = v’z + u, dobijamo diferencijalnu jednaéinu po u
.4
ur=—,
U
a to je jednacina sa razdvojenim promjenljivima
4d
udu = 222
B

2
Integraleéi ovu jednacinu dobijamo % =4(In|z| + C), &ije rjeSenje po u je

u(z) = £2y/Injz| + C .
Vracdajuéi se na polaznu funkciju y, imamo

y(x) = £2zy/In|z| + C .

no

1
QQaQQaQQq
[T TR
Tl W N = O

Slika 1.4: Grafik funkcije y(z) = £2z+/In|z| + C
Koristeéi uslov y(1) = 2, jasno je da od gornja dva rjeSenja koristimo ono sa znakom +, a onda
dobijamo jednacinu po C
2/C =2,

odakle je C' = 1. Dakle rjesenje diferencijalne jednacine je funkcija

y(x) = £2zy/In|z| + 1 .

Ideju rjesavanja iz primjera 8 primjenjujemo generalno na rjesavanje diferencijalnih jednacina
oblika

,  ar—+by
=—. 1.10
4 cr + dy ( )
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Medutim, ako imamo jednacinu oblika
, ar+by+c
Yo dwtey+ [
jasno je da gornja ideja nije primjenljiva. Ali i ovakve jednacine rjeSavamo na sli¢an nacin, prvo
ih transformisuci sljedeé¢im smjenama.

(1.11)

s=uta , y=v+p,

gdje su « i f proizvoljni realni brojevi. Uvrstavajuéi ove smjene u jednacinu (1.11), pri ¢emu je
dy = dv i dx = du, dobijamo

dv , au+bv+aa+bB8+c

%:U:du+ev+da+eﬂ+f' (1.12)
Povoljnim izborom za « i 3, birajuéi ih tako da bude zadovoljen sistem
ax+bB+c = 0
da+ef+f = 0,

jednagina (1.11) prelazi u poznati nam oblik jednacine (1.10). Naravno, sistem iz koga odredujemo
vrijednosti za « i 8 ¢e imati rjeSenje ako je njegova determinanta razli¢ita od nule, tojest ako
vrijedi uslov ae — bd # 0.

PRIMJER 10 : Rjesiti diferencijalnu jednacinu
- r_Tty+2
r—y—3
Rjesenje. Uvodimo smjene x = u+a« , y = v+ [, te se polazna jednac¢ina transformise u jednac¢inu

;, utvt+a+B+2
vV = — .
u—v+a—pF-—3

Sada rjesavamo sistem

a+B+2=0

a—pf—-3=0

Cija su rjeSenja a = % ig= —%. Dakle, stvarne smjene su
+1 5
r=u+= , y=v——,
2 Y 2

koje polaznu jednacinu prevode u diferencijalnu jednacinu

’ u—+v
’U:

u—v
Analogno prethodnom primjeru, rjeSenje ove jednacine je
1
= (ln‘g‘ - E) =lnul+C .
2 U U

Vracajuci se na polazne promjenljive dobijamo rjesenje polazne jednacine,

1 5 5
é(ln‘ﬁf )=

7 i
%(ln

2
1.1.3 Linearna jednacina

1
$*§‘+C,

2

$to je ekvivalentno sa

1
2z — 1 23:—1)_1“'9“5'*0'

2y+5‘72y+5

Diferencijalnu jednaéina oblika
y' + fla)y =g(2), (1.13)

8
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gdje su f i g proizvoljne neprekidne funkcije, nazivamo linearna diferencijalna jednacina.

Posmatrajmo sljedeéu tehniku nalazenja rjesenja jednacine (1.13), neocekivana ali jako korisna.

Pomnozimo nekom (za sada nepoznatom) funkcijom pu(z) jednacéinu (1.13) dakle,

@)y + p(e) f()y = p(x)g(x) .

Neocekivanu ulogu ove funkcije u(x), kakva god ona bila, pojac¢ajmo i zahtjevom

Stavljajuéi (1.15) u (1.14), dobijamo

w@)y +p' (x)y = plx)g(z) ,

i primje¢ujemo da je tada izraz na lijevoj strani izvod proizvoda, to jest

w(@)y' + i (x)y = (u(x)y)"

te stavljajuéi (1.17) u (1.16), imamo

Integrirajmo sada jednaéinu (1.18) po z,

@y = [ uwigtayis .

odnosno, primjenjujuéi poznato pravilo za neodredeni integral, slijedi

uuw+c=/u@amm.
Kako nam je cilj naéi funkciju y(z), onda iz (1.19) lagano rac¢unamo

_ Ju@)g(@)dz +C
p(x)

y(z)

)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

pri cemu smo iskoristili ¢injenicu da je konstanta integracije C' nepoznata, pa smo njen zapis na
desnoj strani, jednostavnosti radi, zapisali sa +C, a ne kako bi rac¢un dao sa —C'. Posljednom
jedna¢inom mi smo dobili rjesenje jednacine (1.13). Ostaje ”samo” da se odgonetne, a Sta je ona

neocekivana funkcija p(x).
1z jednacine (1.15) imamo

P Yt
oy = @) = (@) = f@)

Opet, integrirajuéi posljednju jednakost, dobijamo
tnp(o) + D= [ fla)da

pa po istom principu kao malo prije, mozemo pisati

In p(z) :/f(:v)dac—i—D.

Eksponencirajuéi obje strane posljednje jednakosti, i koriste¢i pravila stepenovanja, imamo

,LL(IL') _ eff(z)derD _ eDeff(z)dx )
Kako je i eP konstanta, ne gubeéi na opstosti, konaéno imamo

p(z) = Del F@de

9
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1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

Uobicajeno se ovakve funkcije sa ovakvom ulogom nazivaju integracioni faktor. Stavljajuéi (1.21)
u (1.20), slijedi

[ Del 1@z g () dz + C
Del f(z)dz

_ o @ (/ o] 1@ g () 4o 4 %) 7

pa konaé¢no uzimajudéi da je % nova konstanta C, dobijamo krajnji oblik rjesenja jednacine (1.13)

y(z) = e— [ F(@)dz (/ e F@dz g0 da + C) . (1.22)

Pod pretpostavkom o neprekidnosti funkcija f(z) i g(x) na intervalu (a,b), imamo postojanje i
jedinstvenost rjesenje jednacine (1.13) koje zadovoljava polazni uslov y(z¢) = yo (0 € (a,b) , yo €
R) i definisano je u (a,b). To rjesenje je dato sa (1.22).

y(x) =

PRIMJER 11 : Rijesiti diferencijalnu jednacinu: 3’ +xy—2® = 0 i odrediti ono rjesenje koje zadovoljava uslov y(0) = 1.

Rjesenje. Dovedimo jednacinu na zahtijevani oblik
y/ +xy = z .

To je linearna jednacina kod koje je f(z) = = i g(x) = 2. Sada je rjeSenje dato sa

yiz) = e /o (C’+ /x3efzdzdx)

e 2 (C’—&—/mgerx)

2

e T (C + (2® — 2)57)

M)

3
C=—1
2 c=1
C=3
C=5

2

2
Slika 1.5: Grafik funkcije y(z) = e~ = (C’ + (2® — 2)6%)

Postavljeni uslov daje nam jednac¢inu po C
1=1-(C+(0-2)-1),

iz koje dobijamo C = 3, a to je graf obojen crvenom bojom na Slici 1.5.

PRIMJER 12 : Posmatrajmo problem sa pocetnim uslovom:

1
y' =5 =2sin(3t) , y(0) = o .

Ako je t vremenska varijabla, interpretirati ponasanje rjeSenja gornje diferencijalne jednacine kada t —

10



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

+00, u zavisnosti od inicijalne vrijednosti yo.
Rjesenje. Posmatrana diferencijalna jednacina 3’ — % = 2sin(3t) je linearna diferencijalna jednacina
kod koje je f(t) = —1 i g(t) = 2sin(3t), te je generalno rjesenje dato sa

y=y(t) = el 3% (/ e d 399 sin(3t)dt + C’)

=e? (2/6_% sin(3t)dt + C')

= f% cos(3t) — % sin(3t) + Ce? .

24

Koristeéi se inicijalnim uslovom y(0) = yo = —2Z + C, dobijamo da je C' = yo + 22,

partikularno rjesenje

odnosno da je

SRS

24 4 24
y(t) = ~3 cos(3t) — 37 sin(3t) + (yo + §> @

Vidimo da se rjesenje sastoji od tri sabirka od kojih su prva dva kona¢ne vrijednosti za bilo koje t > 0,
pa i kada t — +00, a da treéi sabirak neograni¢eno raste ili neograni¢eno opada ili ga uopSte nema u
zavisnosti od toga kakav je faktor yo + %.

Prikazimo ovo tabelom.

Yo | Ponasanje funkcije kada t — +oco
Yo < —§ y(t) = —oo.
Yo=—% y(t) ostaje konac¢na veli¢ina.
Yo > —357 y(t) = +oo.

PRIMJER 13 : Posmatrajmo RL-kolo koje ima konstantu elektromotornu silu £ = 48V i koje se sastoji od otpornika
otpora R = 110 i induktora induktiviteta L = 0.1H u serijskoj vezi, sa po¢etnom strujom jednakom nula.
Trenutna vrijednost struje I(¢) u kolu uzrokuje pad napona RI preko opornika (Ohmov zakon) i pad
napona LI’ preko provodnika, a suma ova dva pada napona jednaka je elektromotornoj sili (Kirhhoffov
zakon).

L
R
— NN
| I

U
|y
|I

Slika 1.6: RL kolo
Rjesenje. Dakle, prema ova dva zakona model RL-kola je dat sa LI’ + RI = E, to jest u standardnoj

11



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

formi sa linearnom diferencijalnom jednac¢inom

I+ %I = % (1.23)
Cije je opste rjeSenje dato sa
Iu):e?t</e?43u+c):uzff<55§f+c>::5+(k?t. (1.24)
L L % R

Analizom opsteg rjesenja (1.24) zakljuéujemo da se I(t) priblizava ka £ brize §to je & veée. U nasem
slucaju je % = 110 pa je briblizavanje veoma brzo i to rastuée ako je 1(0) < % ili opadajuée ako je

1(0) > 8. Ako je I(0) = % tada je rjesenje konstanta. Dakle, u nasem slu¢aju dobijamo

48 —110t
I(t) = — .
(t) 11 + Ce
8
6
4
0 ;
0.05 3
Pocetni uslov 1(0) = 0 daje C = — 22 pa je partikularno rjesenje (crveni graf na slici) dato sa
48 —110¢

PRIMJER 14 : Strujni krug se sastoji od izvora napona E(t) = 3sin 2¢ (promjenljiv napon), otpornika otpora R = 102
i induktora induktiviteta L = 0.5H, te potetnom strujom I = 6A. Odrediti jac¢inu struje u strujnom
kolu u proizvoljnom trenutku ¢.

Rjesenje. Linearna diferencijalna jednacina (1.23) koja modeluje nase strujno kolo je data sa

I'(t) + 20I(t) = 6sin2t ,
i ona predstavlja linearnu diferencijalnu jednac¢inu. Njeno opste rjeSenje je dato sa

o, 30 3
I(t) =Ce + T sin 2t 101 cos 2t .

Uz pocetni uslov I(0) = 6 dobijamo partikularno rjesenje

609 _o0r 30 . 3
= o =Y Sin2t— - cos2t .
®=1or¢  t1or® 101 %

1.1.4 Bernoullijeva jednac¢ina

To je jednacina oblika
v+ f@)y = g(@)y™ (1.25)

gdje je « proizvoljan realan broj razli¢it od 0 i od 1 (u oba ova sluc¢aja jednac¢ina (1.25) bi se svela
na tip linearne diferencijalne jednacine).

12



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

Jednacinu (1.25) rijesavamo smjenom

2(2) = (y(x))' ™,
odakle se dobija z’'(z) = (1 — a)(y(x))~*y/(z). Iz posljednje dvije jednakosti jednostavno se dobija

1
l—«

2Toa

¢ijim uvrstavanjem u (1.25) i elementarnim ra¢unom imamo
7+ (1 =-a)f(@)z =(1-a)g(x)

¢ime smo dobili linearnu jednacinu po z.

PRIMJER 15 : Rijesiti diferencijalnu jednacinu: y' —y = xy>.
Rjesenje. Data jednacina je Bernoullijeva jednacina sa @ = 2, pa uvodimo smjenu

52 9 —1 - —2 ) gees . . . o
Sada rac¢unamo potrebne zamjene, y = 2z~ iy = —z  “z’, €ijim uvrStavanjem u polaznu jednacéinu

dobijamo —z7 22’ — 27! = 2272, MnozZenjem posljednje jednakosti sa —z? imamo 2’ + z = —z, a to je
linearna jednacina éije je rjeSenje z = e *(C — (z + 1)e®), odakle vracajuéi se na polaznu funkciju y

imamo

C=-3
C=-1
c=1

Slika 1.7: Graf funkcije y(z) = m

1.1.5 Riccatieva diferencijalna jednacina

Jednacina oblika
v = px)y® +q(z)y +r(z) , (1.26)

naziva se Riccatieva diferencijalna jednacina. Ovaj tip jednacine se ne moze rijesiti u opstem
slucaju. Postoji nekoliko situacija kada se ova jednacina svodi na veé poznate nam jednacine.
Neka su a,b, ¢ € R poznate konstante i f(x) poznata funkcija. Ako su p(z) = af(z), q(x) = bf(x)
ir(z) =cf(x), tada se jednacina (1.26) svodi na oblik

y = f(@)(ay® + by + ) ,

a to je jednacina sa razdvojenim promjenljivim.
a

Neka su a,b, ¢ € R poznate konstante i p(x) = %, q(z) = % i r(x) = ¢, tada se jednacina (1.26)

3;2 b
svodi na oblik )

Y

y':a—2+bg+c,
T T

13



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

a to je homogena jednacina.
Neka su a,b, ¢ € R poznate konstante i p(z) = a, q(z) = % ir(r) = %, tada se jednacina (1.26)
svodi na oblik

/ 2 b ¢
Yy =ay +-y+—,
T x
koja se smjenom y = Z, gdje je z nova nepoznata funkcija, svodi na jednacinu sa razdvojenim
promjenljivim.
Riccatieva jednacina se uvijek moze rijesiti ako je poznato njeno jedno partikularno rjesSenje y;.
Tada uvodimo smjenu

1
y:y1+_7
z

gdje je z = z(z) nova nepoznata funkcija. Riccatieva diferencijalna jednac¢ina se transformise u
linearnu diferencijalnu jednacinu. Zaista, tada je

pa uvrstavajudi izraze za y i ¥’ u jednacinu (1.26) imamo
2 ) 11 1
Yi— —3 =PV +2py - +p5 it go
z z z z
Imajuéi u vidu da je y; jedno rjesenje polazne jednacine, nakon sredivanja ovog izraza dobijamo,
2+ 2oy +q)z=—p,

a to je linearana diferencijalna jednacina po z.

Primjedba 1.1.1. Uz poznavanje jednog partikularnog rjesenja yi, polaznu Riccatijevu jednacinu
bi mogli rjeSavati i smjenom y = y; + 2, a time bi se polazna jednacina svela na Bernoullijevu
jednacinu.

PRIMJER 16 : Nadi opste rjeSenje diferencijalne jednacine

o 1 2 .’L’Q o 2x
y_17x3y 1fx3y 1—a3

ako je y1(x) = ax? jedno partikularno rjesenje i a € R konstanta koju treba odrediti.
Rjesenje. Iz y1(x) = ax? dobijemo da je ¥} (x) = 2ax pa zamjenom u jednac¢inu dobijamo

1 2 4 CEQ 2 2x
T — ar — ——
1—a3 1—a3 1—a3’

i sredivanjem
2(a+ 1)z —ala+1)z" =0 .
Ova jednakost vrijedi samo ako je a +1 = 0, tojest a = —1.
Dakle, partikularno rjesenje jednacine je y1(z) = —x®. Uvodenjem smjene y = y1 + % = —z? +
zadana jednacina se tranformise u linearnu diferencijalnu jednacinu

1
z

’ 3352 1
z — z=—
1— 23 1—23"’
Cije je opste rjesenje
»(z) = C—z
T 1—a3

Opste rjesenje zadane Riccatieve diferencijalne jednacine je

17173_170172
C—z C—-z

y=—c’+

14



1.1. Diferencijalne jednacine prvog reda

1.1.6 Lagrangeova diferencijalna jednacina

Jednacina oblika
y=zo(y) + (), (1.27)

gdje su ¢ 1 ¢ zadate funkciji i pri cemu je p(y') # y', naziva se Lagrangeova diferencijalna jednacina.
Ako su funkcije ¢,v € C'(a,b), tada koriste¢i smjenu 3y’ = wu, jednacina (1.27) postaje, y =
xp(u) + 1 (u). Diferenciranjem ove jednacine imamo,

dy = dzp(u) + z¢' (u)du + ' (u)du . (1.28)

Iz smjene y' = % imamo da je dy = udx, pa stavljajuéi to u (1.28) i nakon sredivanja dobijamo

(p(u) —u)dr + (v’ (u) + ' (u))du =0,

odakle dobijamo diferencijalnu jednacinu po z,

dz_ ap'(u) + ¢'(u)
du u—plu)

Uz pretpostavku da je u — p(u) # 0 za svako u € (u1,usg), to je linearna diferencijalna jednacina

¢ (u) ' (u)

T ow—u" T Tew—u

koja ima opste rjesenje oblika z(u) = CA(u) + B(u), gdje su A(u) i B(u) odgovarajuée funkcije.
Opéste rjesenje Lagrangeove diferencijalne jednacine je dato u parametarskom obliku sa
xz(u) = CA(u) + B(u)
— (CA@) + B(u)p(u) + (), u € (ur,us).

Ako je ug rjesenje jednacine p(u) — u = 0, onda je funkcija y = uox + p(up) rjesenje Lagrangeove
diferenecijalne jednacine koje moze biti i singularno.

PRIMJER 17 : Nadi opste rjeSenje diferencijalne jednacine

y = xy/Q +y/2 )

Rjesenje. Uvodenjem smjene y' = u dobijamo jednacinu y = zu® + u®. Diferenciranjem dobijamo
/ 2 ’ ’ .
Yy =u=u"+ 2uu'z + 2uu’ odakle je

(u? — w)dz + 2u(z 4 1)du =0 .
Ovo je linearna diferencijalna jednaéina po z, pa za u?> — u # 0, dobijamo

dx 2 2

dw u—1"  wu—1°

Rjesenje ove jednacine je x = ﬁ —1,tejey = % Opste rjeSenje jednacine dato u parametarskom

obliku je
C
W) = s

Eliminacijom parametra u, u ovom slu¢aju to je mogucée, dobijamo opste rjesenje u eksplicitnom obliku

y=(Hz+1+c)>
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1.2. Linearne jednacine viSeg reda sa konstantnim koeficijentima

1.1.7 Clairautova diferencijalna jednacina

Jednacina oblika

y=ay +9¥@) . (1.29)
naziva se Clairautova diferencijalna jednacina. Primjetimo odma da je ova jednacina specijalan
slucaj Lagrangeove jednacine kada je ¢(y’) = y'. Ako je funkcija t(u) definisana na intervalu
(u1,us2), onda je opste rjeSenje jednacine dato sa y = Cz + ¥(C). Clairautova diferencijalna
jednagina moze imati i drugih rjesenja. Naime, neka je funkcija ¢ € C?(uy,us) i 9" (u) # 0 za
svako u € (u1,u2). Uvodenjem parametra 3’ = u dobijamo jednacinu

(x + ' (u)du=0.
Ako je du = 0, to jest u = C dobijamo opste rjesenje. Ako je x + ¢'(u) = 0 onda je funkcija

z(u) = =’ (u)
y(“) = —UW(U) + w(u)v u € (ulau2) )

parametarsko rjesenje jednacine. Ovo rjeSenje je singularno.

PRIMJER 18 : Nadi opste rjeSenje diferencijalne jednacine

— /71 /2
) Y 4y .

Rjesenje. Opste rjesenje ove jednacine je dato sa
1 2
=Czx—-C",
Y T 1

pri éemu je C' € R proizvoljna konstanta. Ali, kako je ¢(C) = —1C? onda je ¢ (C) = —1 # 0, pa
singularna rjesenja dobijamo eliminacijom parametra C' iz sistema jednacina

Slika 1.8: Opste rjesenje y = Cz — 1C? (tanke linije) i singularno rjesenje y = 2 (debela linija)

1.2 Linearne jednacine viSeg reda sa konstantnim koeficijentima
Opésti oblik linearne jednacine n-tog reda je

ao(2)y™ + a1 (2)y" "V + .+ an(@)y = f(z)
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1.2. Linearne jednacine viSeg reda sa konstantnim koeficijentima

gdje za funkcije f(z) ia;(z) (i =0,1,2,...,n) pretpostavljamo da su neprekidne funkcije na nekom
segmentu I.

Mi éemo se ovdje baviti iskljuéivo linearnim jednac¢inama viseg reda kod kojih su funkcije a;(x)
(i = 1,2,...,n) konstantne funkcije (realne konstante), to jest razmatra¢emo linearne jednacine
n-tog reda sa konstantnim koeficijentima,

aoy(n) + a1y("_1) + it any = f(z) .

1.2.1 Homogena jednacina sa konstantnim koeficijentima
Kao prvo rijesit ¢emo odgovaraju¢u homogenu jednacinu, to jest jednacinu oblika
aoy™ +a1y™ Y+ . +ay=0. (1.30)

Trazeéi rjeSenje u obliku
y(z) =€,

gdje je r € R, polazna jednacina postaje
(aor™ 4+ a1 P 4 . 4 an)e™ =0 .
Kako je €™ #£ 0, iz posljednje jednacine dobijamo jednacinu
agr + a1+ . 4+a, =0 (1.31)

koju nazivamo karakteristicna jednacina polazne homogene jednacine. Karakteristicna jednacina
je polinom stepena n, pa ona ima n rjesenja r; (i = 1,2,...,n).

Teorem 1.2.1. Neka su 1,72, ...,rs razlicita rjesenja karakteristicne jednacine (1.31), sa vise-
strukostima my,ms, ..., Mg, pri cemu je mi + ms + ... + ms = n. Tada su funkcije

eni® e p2e™C L g™ T em T 1 =1,2, ..., (1.32)

rjesenja jednacine (1.30) i pri tome su ta rjeSenja linearno nezavisna.

Primjetimo da pojedina rjesenja karakteristiéne jedna¢ine mogu biti i kompleksni brojevi. Kako
nas zanimaju samo realna, to ¢e nam trebati sljedeCa tvrdnja koja se jednostavno dokazuje.

Teorem 1.2.2. Ako je y(z) = u(z) + iv(z) rjesenje jednacine (1.30) tada su njen realni i njen
imaginarni dio takode rjesenja te jednacine.

Pod ovim imamo u vidu sljedeé¢e: Ako je rp, = a + i, tada je
y(x) = " = e HPT — O (co5 B + isin fz) |

pa ako je y(z) rjesenje polazne homogene jednacine, tada su to i e®* cos fx i e*® sin Sz. Treba jos
naglasiti da ako je jedno od rjesenja komleksan broj a + i, tada postoji i rjeSenje karakteristi¢ne
jednacine koje je oblika o — i5. Pri tome, na osnovu gore re¢enog, tom rjesenju odgovara rjeSenje
polazne jednacine koje se do na znak razlikuje od rjesenja koje dobijemo pomocu rjeSenja a +
1P karakteristicne jednacine. Ovo znac¢i da ¢emo paru konjugovano-kompleksnih rjesenja o + i3
karakteristi¢ne jednacine, dodjeljivati jedan par rjeSenja polazne jednacine, e** cos Sz i e** sin Sx.

Sa gornja dva teorema smo nacelno opisali sva rjesenja jednacine (1.30). Sljede¢om teoremom
dajemo i konacni oblik rjeSenja ove jednacine.

Teorem 1.2.3. Neka su y1(x), y2(x), ..., yn(x) linearno nezavisna riesenja (rjesenja dobijena na
osnovu Teorema 1.2.1) i Teorema 1.2.2 jednacine (1.30). Tada je funkcija

y(x) = Clyl(w) + ng2($) + 4+ Cnyn($) s
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PRIMJER 19

PRIMJER 20

PRIMJER 21 :

1.2. Linearne jednacine viSeg reda sa konstantnim koeficijentima

opste rjeSenje jednacine (1.30).

: Rjesiti diferencijalnu jednacinu: y"”' — 3y’ + 2y = 0.
Rjesenje. Rjesenja trazimo u obliku y = €"* pa je karakteristicna jednacina data sa

r’—3r+2=(r-1>%r+2)=0.

Razlicita rjesenja ove jednacine su r1 = 1, viSestrukosti m1 = 2 i ro = —2, viSestrukosti ma = 1, dakle
ukupno imamo m1 + me = 3 rjeSenja karakteristi¢ne jednacine.
Rjesenju r1 = 1 odgovaraju funkcije e” i ze® (zbog visestrukosti 2, Teorem 1.2.1), a rjeSenju rg = —2

=27 jer je me = 1. Sada je rjeenje polazne homogene jednacine, na osnovu

odgovara samo funkcija e
Teorem 1.2.3, dato sa,
2z

y(x) = C1e” + Cozme” + Cze”

: Rjesiti diferencijalnu jednacinu:
y(G) — 2y(5) 4F 4y(4) — 4y +5y" — 2y +2y=0.
Rjesenje. Odgovarajuca karakteristicna jednacina je
=2 art — 4P 45 —22r +2=(r* +1)’(r* —2r +2) =0.

Rjesenja karakteristicne jednacine su 7y, = =44, viSestrukosti mi/o = 2 i r3;y = 1 &£ 4, viSestrukosti
may4 = 1. Funkcije koje odgovaraju paru 7,5 konjugovano-kompleksnih rjeSenja su

cosx , sinx ,xcosx ,xrsinz ,
a funkcije koje odgovaraju drugom paru su
xT : € .
e“cosrie sine .
RjeSenje polazne jednacine je dato sa

y(x) = Cicosz + Casinz + x(Cs cosx + Cysinz) + e*(Cs cosz + Cgsinz) .

Rijesiti diferencijalnu jednacinu
y/// _ 5y// _ 22y/ + 56y -0 7
a zatim odrediti ono rjesenje koje zadovoljava uslov
y(0)=1, y(0)=-2, y"(0)=—4.
Rjesenje. Karakteristi¢na jednacina zadate diferencijalne jednacine glasi
=57 —22r +56=(r+4)(r—2)(r—7 =0,
i njena rjesenja su
7’12—4, 7’222, 7"327.

RjeSenja su realna i razli¢ita (viSestrukosti 1), pa je rjeSenje jednacine
y(x) = Cre™*® + C2e® + C3e™ .

Nalazeéi prvi i drugi izvod rjeSenja y(x), postavljeni uslovi nam daju sljedeéi sistem jednacina po
nepoznatim konstantama C7, Cs i Cs,
y(0) = Ci1+C2+C3=1
—4C1 +2C3 +7C3 = —2
16C1 +4C5 +49C5 = —4 .

SRS
=
S o
g &
[l
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1.2. Linearne jednacine viSeg reda sa konstantnim koeficijentima

RjeSenje ovog sistema je
14 13 16
Ci==,0=—,C3=——,
'T3 T 15 T RS
te je trazeno rjesenje
_ 146—495 26295 _ Eehc .

y(e) =33 15 55

1.2.2 Nehomogena jednacina sa konstantnim koeficijentima. Metod jednakih
koeficijenata

Sada ¢emo razmatrati nehomogenu jednacinu n-tog reda sa konstantnim koeficijentima
aoy™ + a1y Y + L+ any = flz) . (1.33)

Rjesavanje ove jednacine se odvija u tri koraka.
Prvi korak: Rjesavamo odgovarajué¢u homogenu jednacinu

aoy™ 4+ a1y Y + 4 a,y =0,

na nacin izlozen u prethodnoj sekciji. Pri tome dobijamo odgovarajué¢e homogeno rjesenje yp,(x).
Drugi korak: Nalazimo bar jedno partikularno rjesenje nehomogene jednacine (1.33), koje é¢emo
obiljezavati sa y,(x).

Treci korak: Rjesenje polazne nehomogene jednacine je tada dato sa

y(w) = yn() + yp() -

Prvi korak smo veé obrazlozili u prethodnoj sekciji. Ovdje ¢emo sada dati nacin odredivanja
partikularnog rjesenja jednacine, to jest objasnit ¢emo drugi korak navedenog postupka. Primjetimo
da je tre¢i korak samo forma zapisa kona¢nog (opsteg) rjesenja polazne diferencijalne jednacine.

Metoda spomenuta u naslovu, metod jednakih koeficijenata, bazira se na Cinjenici da kada
izjednacavamo dva izraza, da ¢e se jednakost posti¢i ako su koeficijenti uz odgovarajuée objekte
jednaki. Naprimjer, polinom az? + bx + ¢ bit ée jednak polinomu 2z — 3, to jest

ar? +bxr+c=2x-3,

2

ako i samo ako su koeficijenti uz x*, uz x i slobodni ¢lanovi, na lijevoj i desnoj strani jednakosti

jednaki,
a=0,b=2,c=-3.

Na isti nac¢in razmisljamo ako su u pitanju bilo kakvi objekti, ne obavezno polinomi. Tako imamo,
Acosr+be” —3=3cosx—e"+C <— A=3,b=-1,C=-3.

Pokazuje se da ovaj metod mozemo primjeniti za odredivanje partilkularnog rjesenja za neke
specijalne oblike funkcije f(x) jednacine (1.33). Sada ¢emo dati pregled tih specijalnih slucajeva.

1. Neka je f(z) =
Ukoliko « nije rjesenje karakteristicne jednacine, partikularno rjesenje trazimo u obliku
yp(x) = Ae*® |

gdje je A € R konstanta koju treba odrediti.

PRIMJER 22 : Rjesiti jednacinu: y” —y = e>*.

Rjesenje. Karakteristi¢na jednacina je 7> — 1 = 0 i njena su rjeSenja 1 = 1 i rp = —1, oba
visestrukosti 1, te je homogeno rjesenje dato sa yn, = Cr1e” + Cae™”.

U ovom slucaju je @ = 2 i vidimo nije rjeSenje karakteristi¢ne jednacine te partikularno rjesenje
trazimo u obliku y, = Ae**. Nalazeéi odgovarajuée izvode ove funkcije i ubacujuéi u polaznu
jednacinu, dobijamo

4Ae%" — A = e* = 34 = > .

1
prema metodu jednakih koeficijenata zaklju¢ujemo da je 3A = 1. Dakle, A = 3 a odgovarajuce
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partikularno rjesenje je y, = %621.

Konag¢no, rjeSenje polazne jednacine je

2z

x —x 1
y(@) = yn(x) + yp(z) = Cre” + Cae™" + ze

Ukoliko o jeste rjesenje karakteristicne jednacine i to viSestrukosti m, onda partikularno
rjeSenje trazimo u obliku
yp(x) = Az™e™® |

PRIMJER 23 : Rjesiti jednacinu: 3" —y = €”.
Rjesenje. Karakteristiéna jednacina je r> — 1 = 0 i rjeSenja su r1 = 1, 72 = —1, oba sa
viSestrukostima 1. Homogeno rjesenje je yn, = C1e” + Cae™".
Sada je @« = 1 = 11 (viSestrukosti 1) pa partikularno rjesenje trazimo u obliku y, = Aze®. Kako
je yy = 24e” + Axe®, ubacujuéi ove podatke u polaznu jednac¢inu imamo

24e” + Axe” — Aze® = e° <= 24" =€" .

Dakle, 2A =1 te je A = % Odgovarajucée partikularno rjesenje je y, = %xe“, te je opste rjesenje
polazne jednacine

x —x 1 x
y(@) = yn(x) + yp(z) = Cre” + Coe™" + sze” .

2. Neka je f(z) = Pr(x) (polinom stepena k).

Opet razlikujemo dva slucaja:

Ako su sva rjeSenja karakteristicne jednacine razli¢ita od nule, onda partikularno rjesenje
trazimo u obliku y,(z) = Qi(z), to jest u obliku polinoma k-tog stepena ¢ije koeficijente
treba odrediti.

PRIMJER 24 : Rije$iti jednaginu: 3" — 3y’ +2y =2 + 1.
Rjesenje. Karakteristicna jednacina je 7> — 37 +2 = 0 i njena rjeSenja su 1 = 1 (m1 = 1ire=2
(ma = 1), te je yp(z) = Cre” + Cae®®.

Kako nula nije korijen karakteristi¢ne jednacine (r; # 0), a desna strana je polinom prvog stepena,
partikularno rjesenje trazimo u obliku y,(z) = Az + B. Sada suy, = A iy, =0, pa ubacujudi to
u polaznu jedna¢inu imamo,

—3A+4+24Az+2B=z+1 < 24+ (-34+2B)=x+1,
odakle izjednacavajuéi odgovarajuce koeficijente dobijamo sistem jednacina

2A = 1
—3A+2B = 1.

Rjesavanjem ovog sistema dobijamo trazene koeficijente, A = %, B = %, pa je partikularno rjesenje

dato sa yp(z) = g + 72 opste rjeSenje polazne jednacine je

x T 5
y(@) = yn(@) + yp() = C1¢” + Coc™ + S + 7 .

Ako je nula rjesenje karakteristi¢ne jednacine visestrukosti m, onda partikularno rjesenje
trazimo u obliku y,(z) = 2™ Qk(x).

PRIMJER 25 : Rijesiti jednacinu: y"” + 2y’ =z — 1.

Rjesenje. Karakteristicna jednagina je 734-2r = 0 i njena rjesenjasu i = 0 (m1 = 1), ro/3 = +iv/2
(ma/3 = 1). Rjesenje homogene jednacine je yx(x) = C1 + C3 cos v2x + C3 sin v/2z.

Kako je 0 (r1 = 0) korijen karakteristi¢ne jednacine visestrukosti 1, partikularno rjesenje ne
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trazimo u obliku polinoma prvog stepena, nego kao y,(z) = z(Az + B). Sad su y, = 24z + B,

" . " R . v .
Yp = 2A iy, =0, pa stavljajuéi sve ovo u polaznu jednacinu imamo

4Arx+2B=x—1.

Izjednacavajuéi odgovarajuée koeficijente dobijamo A = i iB= —%, te je partikularno rjesenje
dato sa yp(z) = 22° — 1z. Konaéno rjesenje je
. 1 1
y(z) = yn(x) + yp(x) = C1 + Ca cos V2z + C3sin vV2z + sz — 3%

3. Neka je f(x) = Pp(x)e**.

Ukoliko « nije rjesenje karakteristicne jednacine, partikularno rjesenje trazimo u obliku

yp(x) = Qp(x)e™ .

Ukoliko « jeste rjesenje karakteristi¢cne jednacine i to viSestrukosti m, partikularno rjesenje
trazimo u obliku

yp(x) = ™ Qp(x)e™® .

PRIMJER 26 : RijeSiti jednacinu: y”' — 2y’ +y = ze™".

Rjesenje. Karakteristicna jednacina je 72 —2r 41 = 0 i njeno rjeSenje je r1 = 1 (m1 = 2). RjeSenje
homogene jednacine je yn(z) = €*(C1 + Cax).
Kako o = —1 nije korijen karakteristi¢cne jednacine, partikularno rjesenje trazimo u obliku y,(z) =
(Az+ B)e™. Sad suy, = (—Az+ A— B)e " iy, = (Az — 24+ B)e™”, pa stavljajui sve ovo u
polaznu jednacinu imamo

(4Az —4A+4B)e " =ze™ " .
Izjednacavajuéi odgovarajuée koeficijente dobijamo sistem 44 = 1 i —4A + 4B = 0. Njegovo

rjeSenje je A = =, B = 2 partikularno rjesenje je tada y,(z) = $e~* (z + 1). Opste rjesenje
polazne diferencijalne jednacine je

y(z) = yn(x) + yp(z) = e*(C1 + Caz) + ie*” (x+1) .

PRIMJER 27 : Rijesiti jednacinu: y” — 2y’ +y = ze”.
Rjesenje. Karakteristicna jednacina je 72 —2r 41 = 0 i njeno rjeSenje je r1 = 1 (m1 = 2). RjeSenje
homogene jednacine je yn(z) = *(C1 + Cax).
Kako o = 1 korijen karakteristicne jednacine i to viSestrukosti dva, partikularno rjeSenje trazimo
u obliku y,(z) = z*(Az + B)e™®. Sad suy, = [B(2+z) + Az(3 + z)|ze i y) = (2 + 4z +
2?)B + Az(6 + 6z + 2%))e” ", pa stavljajudéi sve ovo u polaznu jednaginu imamo

(6Az + 2B)e” = ze” .

Izjednacavajuéi odgovarajucée koeficijente dobijamo 6A = 11 2B = 0, tojest A = %, B =0, te je

partikularno rjesenje y,(z) = éxSe“. Konacno rjeSenje je

1
Y(z) = ya(z) + yp(z) = *(C1 + Cox) + ngez .

4. Neka je f(z) = e**(asin Sz + bcos fz).

Ukoliko ne postoji rjesenje karakteristi¢ne jednac¢ine oblika r = a 443, partikularno rjesenje
trazimo u obliku
yp(x) = e**(Asin Sz + B cos fx) ,

gdje su A, B € R koeficijenti koje treba odrediti.
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Ako postoji rjeSenje karakteristi¢ne jednacine oblika r = a=£if3, viSestrukosti m, partikularno
rjeSenje trazimo u obliku

yp(x) = ™e**(Asin Sz + Bcos fz) .

PRIMJER 28 : Rijesiti jednacinu: y” —y = e*(sinz + 2 cos z).

Rjesenje. Karakteristicna jednacina je r? — 1 = 0 i njena rjedenje sury = 1 (mq = 1) i rg = —1
(m2 = 1) RjeSenje homogene jednacine je yn(z) = C1e” + Cae™".

Kako 1 + ¢ nije korijen karakteristi¢ne jednacine, partikularno rjesenje trazimo u obliku yp(z) =
e”(Asinz+Bcosz). Sad suy, = e”[(A—B)sinz+(A+B)cosz] iy, = e’ (—2Bsinz++2Asinz),
pa stavljajuéi sve ovo u polaznu jedna¢inu imamo

e*((—A—2B)sinz + (24 — B) cosz) = e“(sinz + 2cos z) .

Izjednacavajuéi odgovarajuée koeficijente dobijamo sistem

—A-2B=1
94— B =2,
e . 3 4 . . . .
Cije rjeSenje je A = £ B = —% Dakle, partikularno rjeSeneje je yp(z) = e*(£sinz — 2 cos ).

Konacno rjesenje je

xT —x xT 3 . 4
y(x) = yn(x) + yp(x) = Cre” + Coe™ ") + € <gsmx—gcosx> .

PRIMJER 29 : Rijesiti jednac¢inu: y” — 2y’ + 2y = €*(sinz + 2 cos z).
Karakteristi¢na jednacina je r2 — 2r + 2 = 0 i njena rje3enje su T2 = 1+ i (m1 = 1). RjeSenje
homogene jednacine je yn(z) = €*(Ci cosz + Casinx).
Kako je 1+ i korijen karakteristi¢ne jednacine visestrukosti jedan, partikularno rjesenje trazimo u
obliku y,(z) = ze®(Asinz + Bcos ). Sad su y, = e*[(Az — Bz + A) sinz + (Az + Bz + B) cos z]
iy, = e”[(2Az + 24 + 2B)sinz + (—2Bz + 2A — 2B) cos z|, pa stavljajuéi sve ovo u polaznu
jednac¢inu imamo

e”(—2Bsinx + 2Acosz) = e”(sinz + 2cos x) .

1
Izjednacavajuéi odgovarajuce koeficijente dobijamo —2B =11 2A = 2, to jest A =1,B = —5 i

partikularno rjesenje je y,(z) = ze”(sina — 3 cos z). Konaéno rjesenje je

y(x) = yn(z) + yp(z) = €”(Cicosz + Casinz) + ze” <sinx = %cos x) .

5. Neka je f(x) = Pi(x)e** (asin Sz + bcos Sz).

Ukoliko ne postoji rjeSenje karakteristi¢ne jednacine oblika r = o i3, partikularno rjesenje
trazimo u obliku

yp(z) = e (Qi () sin Bz + Q3 (z) cos fz)
gdje su Q} i Qi polinomi istog stepena kao polinom Py, ¢ije koeficijente treba odrediti.
Ako postoji rjeSenje karakteristi¢ne jednacine oblika r = a+1if, viSestrukosti m, partikularno
rjeSenje trazimo u obliku

yp(z) = 2™ (Q} () sin Bz + Q3 (x) cos Bx) .

Sa ovim smo iscrpili moguénosti primjene metode jednakih koeficijenata za nalazenje partikularnog
rjesenja nehomogene jednacine viseg reda sa konstantnim koeficijentima. Spmenimo jos samo jednu
situaciju. Naime, ukoliko je funkcija na desnoj strani jednacine zbir vise funkcija koje su nekog
oblika od gore spomenutih,

f(@) = fi(@) + fao(z) + -+ filw) (1.34)
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tada se sluzimo sljede¢im rasudivanjem:

Neka je yp, (x) partikularno rjesenje kada bi desna strana bila samo funkcija f1, yp, () partikularno
rjesenje ako je desna strana samo funkcija fo i tako za svaku funkciju koja je sabirak na desnoj
strani. Tada partikularno rjeSenje nehomogene jednacine ¢ija desna strana ima oblik (1.34), trazimo
u obliku

Yp(2) = Yp, (2) + ypy (@) + - + 4, (2) -
1.3 Jedna primjena
Neka je zadato RLC kolo kao na slici 1.9 i neka su poznate velicine R(t), L(t),C(t) i U(t), sve u

opsStem slucaju zavisne o vremenskoj promjenljivoj t. Neka treba izracunati napon ug na otporniku
R(t).

L
VA'A'AAY
R
LT ¢
| |

U

Slika 1.9: RLC kolo

Kako su u opstem slucaju sve veli¢ine (struje (z), naponi (u) i dr.) vremenski ovisne, jednostavnosti
radi izostavljacemo zapise varijable (npr. i = i(t)). Jednacine kola su

in =i +ic (1.35)
up = inR (1.36)
ic = Culy (1.37)
ur, = Li, (1.38)
UL = Uc (1.39)

up +up =U (1.40)

Iz jednacine (1.35), nalazenjem izvoda, imamo
iR =1y +ic .
Koristeéi jednakosti (1.38), (1.36) i (1.37), izrazavanjem veli¢ine struje iz njih, gornja jednakost

postaje
UR / ury,
() =+ (Cuey .

Napone uy, i uc mozemo izraziti preko jednacina (1.39) i (1.40), pa posljednja jednakost postaje

(52) = S22 (oW —un))

Nalazenjem odgovarajué¢ih izvoda, dobijamo

u.R—urR' U—u

B4 00 =)+ CU" —ulf) .

R? L
Sredivanjem posljednje jednacine po izvodima funkcije ug, kona¢no dobijamo jednac¢inu
1 1 R U
Culfy + <E+Cl> up + (fﬁ) up = E+C’U’+CU” ,
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koja predstavlja nehomogenu linearnu jednac¢inu drugog reda.

Ako pretpostavimo da su veli¢ine otpora, induktivnosti i kapaciteta konstantne, a da je napon
promjenljiv, npr. U(t) = sint, gornja diferencijalna jedna¢ina postaje nehomogena linearna
diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima.

1 1 1
Cuf, + EU/R+ TUR = <Z - C) sint .

Karakteristi¢na jednacina odgovarajué¢e homogene jednacine je

1 1
CT2+E7"+E:O,

Cija su rjeSenja
1 + 1 4C

S i Vi e
1,2 = 50
1 4Cc'
Diskusiju sada vr§imo po diskriminanti jednacine, to jest po izrazu =T
1
Ako je =L > 0, rjeSenja su realna i razlicita, ry # ro € R, te je homogeno rjesenje
yn = Cre™t + Coe™!t .
.1 4C L .. 1 .
Ako je = 0, rjeSenja su realna i jednaka, ri = ro = r = 3RO € R, te je homogeno
rjeSenje
Yp = 0167‘75 + Cgtert .
1
Ako je =L < 0, rjesenja su konjugovano-kompleksni brojevi o & i3, pa je homogeno rjesenje

yn = e“*(Cy cos Bt + Cosin t) .

Primjetimo da rjesenja karakteristicne jednac¢ine ne mogu biti konjugovano-kompleksni brojevi
a +i8, gdje je a = 0. Ovo onda znaé¢i da u sva tri slucaja partikularno rjesenje nehomogene
jednacine bi trazili u obliku

yp = Acost + Bsint .

Ocigledno je da odnosi veli¢cina R, L i C' (diskriminanta karakteristi¢ne jednaé¢ine) diktiraju oblik
rjeSenja diferencijalne jednacine, a time i ponasanje napona na otporniku.
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